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 )نیمسال دوم( 49پایان ترم 

 

کند. نیروی اصطکاک غلتش می °𝟒𝟓، بر یک سطح شیبدار به زاویه Mو جرم  Rای به شعاع قائده استوانه .1

متر از تواند کبین سطح استوانه و سطح شیبدار را به دست آورده و نشان دهید که ضریب اصطکاک نمی
𝟏

𝟑
𝟏باشد )لختی دورانی استوانه حول محور آن برابر است با  

𝟐
𝑴𝑹𝟐 ). 

 

 جواب:

ن نیروهای نماید. بنابرایکنیم که استوانه به صورت زیر به سمت پایین سطح شیبدار غلتش میفرض می

 نویسیم: وارد بر آن را رسم نموده و سپس قانون دوم نیوتن برای چرخش و حرکت خطی را می

   

 

 

{
 
 

 
 
𝜏𝑛𝑒𝑡 = 𝐼𝑐𝑜𝑚𝛼  →  𝑅𝑓𝑠 =

1

2
𝑀𝑅2𝛼 → {

𝑓𝑠 =
𝑀𝑅

2
𝛼 

𝛼 =
−𝑎𝑐𝑜𝑚
𝑅

  →    𝑓𝑠 = −
𝑀

2
𝑎𝑐𝑜𝑚                           

�⃗�𝑛𝑒𝑡 = 𝑀𝑎𝑐𝑜𝑚   →    𝑥:   𝑓𝑠 − 𝐹𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑀𝑎𝑐𝑜𝑚   →  𝑓𝑠 = 𝑀𝑎𝑐𝑜𝑚 +𝑀𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃                  

⇒  

3𝑓𝑠 = 𝑀𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃    →   𝑓𝑠 =
𝑀𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃

3
=
𝑀𝑔

3√2
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  :دانیم کهمی

{
𝑓𝑠 ≤ 𝑓𝑠,𝑚𝑎𝑥
𝑓𝑠,𝑚𝑎𝑥 = 𝜇𝑠𝐹𝑁

    

 خواهیم داشت: پس 

→  
𝑀𝑔

3√2
≤ 𝜇𝑠𝑀𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃  →   

𝑀𝑔

3√2
≤
𝜇𝑠𝑀𝑔

√2
      →    𝜇𝑠 ≥

1

3
    

 

1همواره ضریب اصطکاک باید کمتر از برای اینکه حرکت استوانه همواره غلتشی هموار باشد، بنابراین 

3
 

 باشد. 

 

 

و طول  Mبه جرم  ای نازکو میله 𝑹و شعاع  Mبه جرم  ای از یک حلقه باریکمطابق شکل مجموعه .2

𝟐𝑹 شود و آزادانه )بدون اصطکاک( تشکیل شده است. این مجموعه از حالت نشان داده شده رها می

𝟏چنانچه لختی دورانی حلقه حول یک قطر برابر با  چرخد.حول محور نشان داده شده می

𝟐
𝑴𝑹𝟐  باشد

𝟏 و همچنین لختی دورانی میله حول محور عبوری از مرکز جرم آن

𝟑
𝑴𝑹𝟐 :باشد، مطلوب است محاسبه 

 ؟مجموعه حول محور چرخش الف( لختی دورانی

  ترین نقطه )وضعیت وارون شده(ای مجموعه در پایینسرعت زاویهب( 

 

 

 

 

 

 

 

 2R, M محور چرخش

R, M 
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 جواب:

های چرخشی حلقه و میله را به توان ابتدا لختیالف( برای به دست آوردن لختی چرخشی کل جسم، می

ا بطور جداگانه به دست آورد و سپس نتایج را با یکدیگر جمع نمود تا لختی چرخشی کل به دست آید. 

 قطر آن برابر است با: یک ، لختی چرخشی حلقه حول استفاده از داده مساله

𝐼𝑐𝑜𝑚 =
1

2
𝑀𝑅2  

𝑅بنابراین لختی چرخشی حلقه حول محوری که در فاصله       + 2𝑅  :از مرکز آن قرار دارد، برابر است با 

𝐼𝐿𝑜𝑜𝑝 = 𝐼𝑐𝑜𝑚 +𝑀ℎ
2 =

1

2
𝑀𝑅2 +𝑀(𝑅 + 2𝑅)2 =

19

2
𝑀𝑅2      (Ι)   

توان با استفاده از قضیه محورهای موازی به ترتیب زیر بدست را میلختی چرخشی میله حول محور فوق 

گذرد )طبق جدول موجود در دانیم که لختی چرخشی میله حول محوری که از مرکز جرم آن میمی :آورد

 کتاب( برابر است با: 

𝐼𝑐𝑜𝑚 =
1

3
𝑀𝑅2 

 قرار دارد، برابر است با: از مرکز آن  𝑅بنابراین لختی چرخشی میله حول محوری که در فاصله      

𝐼𝑅𝑜𝑑 = 𝐼𝑐𝑜𝑚 +𝑀ℎ
2 =

1

3
𝑀𝑅2 +𝑀(𝑅)2 =

4

3
𝑀𝑅2       (ΙΙ) 

 به صورت زیر خواهد بود:  (ΙΙ)و  (Ι)بنابراین لختی چرخشی کل جسم، با جمع نمودن 

𝐼𝑛𝑒𝑡 = 𝐼𝐿𝑜𝑜𝑝 + 𝐼𝑅𝑜𝑑 =
19

2
𝑀𝑅2 +

4

3
𝑀𝑅2 =

65

6
𝑀𝑅2      (ΙΙΙ) 

 

ای، از قانون پایستگی انرژی مکانیکی و معادله انرژی جنبشی جسم چرخان ب( برای محاسبه تندی زاویه

𝐾 =
1

2
𝐼𝜔2 گیریم. نماییم. حالت اول را حالت در حال سکون جسم در مکان اولیه در نظر میاستفاده می

گیریم که جسم به وضعیت معکوس خود نسبت به حالت اولیه چرخش نموده حالت دوم را حالتی در نظر می

باشد. برای محاسبه انرژی پتانسیل گرانشی، جسم می 𝜔ای در آن مکان برابر با ه طوری که تندی زاویهاست، ب
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گیریم که در مرکز جرم آن تجمع پیدا کرده است و در نظر می 2Mصلب را به صورت یک ذره با جرم 

 بنابراین داریم: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐸1 = 𝐸2     →   𝐾1 + 𝑈1 = 𝐾2 + 𝑈2    →   0 + 2𝑀𝑔𝑦𝑐𝑜𝑚 =
1

2
𝐼𝑛𝑒𝑡𝜔

2 + 2𝑀𝑔(−𝑦𝑐𝑜𝑚) 

→  

{
 

 
1

2
𝐼𝑛𝑒𝑡𝜔

2 = 4𝑀𝑔𝑦𝑐𝑜𝑚                                                                                                              

𝑦𝑐𝑜𝑚 =
𝑀(𝑦(𝑐𝑜𝑚)𝐿𝑜𝑜𝑝) + 𝑀(𝑦(𝑐𝑜𝑚)𝑅𝑜𝑑) +

2𝑀
=
𝑀(3𝑅) + 𝑀(𝑅)

2𝑀
=
𝑀(3𝑅 + 𝑅)

2𝑀
= 2𝑅

   

 

→ 𝜔2 =
8𝑀𝑔2𝑅

𝐼𝑛𝑒𝑡
   
(ΙΙΙ)
→    𝜔 = √

16𝑀𝑔𝑅

65
6 𝑀𝑅

2
= √

96𝑔

65𝑅
  
𝑟𝑎𝑑

𝑠
 

 

 

، از یک انتها به زمین لولا شده است. Wو با وزن  Lمطابق شکل زیر، یک تیرچه قائم یکنواخت به طول  .3

شود. تیرچه به واسطه کابلی که به انتهای دیگر آن وصل شده بر تیرچه مطابق زیر وارد می Fنیروی افقی 

 ماند. نیروی وارد بر تیرچه از طرف لولا را حساب نمایید. سازد، قائم باقی میمی θو با افق زاویه 

1 2 
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برای حل مساله، ابتدا تیرچه را به عنوان دستگاه در نظر گرفته و سپس تمام نیروهای وارد بر آن را رسم  جواب:

 نماییم: می

 

 

 

 

 

گیریم. برای اینکه تیرچه در حالت تعادل باقی بماند، باید دو مبدا مختصات و چرخش را در محل لولا در نظر می

( و 𝐹ℎکه ترکیبی از نیروی افقی ) 𝐹𝐿برقرار باشند تا بتوان نیروی وارد بر تیرچه از طرف لولا )معادله موازنه زیر 

 ( را به دست آورد:باشد( لولا می𝐹𝑣عمودی )

{
𝜏𝑛𝑒𝑡 = 0  →  𝑇𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹

𝐿

2
= 0 → 𝑇 =

𝐹

2𝑐𝑜𝑠𝜃
                                 

�⃗�𝑛𝑒𝑡 = 0  → {
𝑥: 𝐹 − 𝐹ℎ − 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0  →  𝐹ℎ = 𝐹 − 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦: 𝐹𝑣 −𝑊 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 →  𝐹𝑣 = 𝑊 + 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃

          
 ⇒  

{
𝑥: 𝐹ℎ = 𝐹 −

𝐹

2𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃 =

𝐹

2
                   

𝑦:  𝐹𝑣 = 𝑊 +
𝐹

2𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑊 +

𝐹𝑡𝑎𝑛𝜃

2

 

 

 M = 0.1 kgبه جسمی به جرم  N/m 2k 60 =و  N/m 1k 30 =های مطابق شکل زیر دو فنر با ثابت .9

در راستای افقی  1cmشان است، جرم را به اندازه که طول فنرها، طول طبیعیاند. در حالیمتصل شده

T 

F 

Fv 

Fh 

W 
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ان ای نوسکنیم. چنان چه اصطکاک بین سطوح ناچیز باشد، بسامد زاویهجابجا و از حالت سکون رها می

 رید. و دامنه سرعت جسم را به دست آو

 

 
 

شود، نیروی خالص زیر برای بازگرداندن آن     از حالت تعادل جابجا می 1cmهنگامی که فنر به اندازه  جواب:    

 به حالت تعادل، به جسم وارد می شود: 

𝐹𝑛𝑒𝑡 = −𝑘1𝑥 − 𝑘2𝑥 = −(𝑘1 + 𝑘2)𝑥 

 آید: دست می ای نوسان به صورت زیر بهبا استفاده از قانون دوم نیوتن و معادله فوق، بسامد زاویه

{

𝐹𝑛𝑒𝑡 = 𝑚𝑎                  

𝑎 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
                        

𝑥 = 𝑥𝑚cos (𝜔𝑡 + 𝜙)

       ⇒    −(𝑘1 + 𝑘2)𝑥 = −𝑚𝜔
2𝑥  →  𝜔 = √

(𝑘1+𝑘2)

𝑚
= 30 

𝑟𝑎𝑑

𝑠
    

 

ماند. فنر فنر باید پایسته ب-گردد، بنابراین انرژی مکانیکی جسماز آنجایی که از نیروهای اصطکاک صرف نظر می

گردد، بنابراین در این حالت انرژی پتانسیل کشسانی از نقطه تعادل خود، رها می x = 1cmاز حالت سکون و در 

فراتر  x = 1cmگاه از باشد. به عبارتی دیگر، فنر هیچفنر در بیشینه مقدار خود و انرژی جنبشی برابر با صفر می

 نخواهد رفت: 

𝐸 =
1

2
𝑘𝑥𝑚

2 = 𝑈 + 𝐾 =
1

2
𝑘𝑥2 + 0  →  𝑥𝑚 = 𝑥 

 به صورت زیر به دست خواهد آمد:   (𝑣𝑚) دامنه سرعت جسم 

𝑣𝑚 = 𝜔𝑥𝑚 = 0.3 
𝑚

𝑠
 

 

k2 k1 
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در نظر بگیرید. فرض کنید تونل باریکی در آن  Mو جرم  Rای به صورت کره یکنواختی به شعاع سیاره .5

را در هر جای تونل یا  mتوانیم سیبی به جرم همچنین فرض کنید می گذرد.حفر شده که از مرکز می

خارج از سیاره قرار دهیم. مطلوب است محاسبه نیروی گرانشی وارد بر سیب به صورت تابعی از فاصله 

r  ثابت جهانی گرانش را برابر با( از مرکز سیارهG بگی .)رید 

 

از مرکز کره سیاره قرار گرفته باشد، برای حل این مساله  rجواب: اگر فرض کنیم که سیب در فاصله 

 باید به نکات زیر توجه داشت: 

 

 

 

تواند هیچ قرار دارد، نمی rبا شعاع  طبق قضیه پوسته نیوتن، آن قسمتی از سیاره که در خارج از کره-1

 نیروی گرانشی خالصی به سیب وارد نماید. 

 تواند نیروی گرانشی خالصی به سیب وارد نماید. قرار دارد، می rآن قسمت از سیاره که در داخل کره -2

 ای در نظر گرفت که در مرکز سیاره قرار دارد. توان مانند ذره( را میinMجرم این کره )-3

 توان نیروی گرانشی وارد بر سیب را به دست آورد: با استفاده از این سه نکته و معادله زیر می

𝐹 =
𝐺𝑀𝑖𝑛𝑚

𝑟2
             (Ι) 

 نماییم: به صورت زیر عمل می 𝑀𝑖𝑛برای تعیین جرم 

𝜌 =
𝑀

𝑉
=
𝑀𝑖𝑛
𝑉𝑖𝑛
     →   𝑀𝑖𝑛 =

𝑉𝑖𝑛
𝑉
𝑀 =

4𝜋
3 𝑟

3

4𝜋
3 𝑅

3
𝑀 =

𝑟3

𝑅3
𝑀      (ΙΙ) 
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خواهیم  r، نیروی وارد بر سیب را به صورت تابعی از فاصله (Ι)در معادله  (ΙΙ)با جایگذاری معادله 

 داشت:

𝐹 =
𝐺
𝑟3

𝑅3
𝑀𝑚

𝑟2
=
𝐺𝑀𝑚

𝑅3
𝑟 


