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  پيشگفتار ناشر
صورت درسـنامه،   كتابهاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف به       

كتـاب  . شـود  درسـي چـاپ مـي     و كمك،آزمايشي، قطعي، متون آزمايشگاهي، فرادرسي    
ي ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس نيازهـا     منخستين ثمرة كوششهاي عل  ) د (درسنامه

در   شـود و پـس از داوري علمـي    درسي دانشجويان و سرفـصلهاي مـصوب تهيـه مـي          
با دريافت بازخوردها و تجديد نظـر صـاحب اثـر و            . شود   چاپ مي  گروههاي آموزشي 

 هاي بـا دريافـت نــظر   .شـود  چاپ مـي ) آ( آزمايشياصلاح كتاب، درسنامه به صورت   
اثر در كتـاب تجديـد نــظر       ، صـاحب   متناسب با پيشرفت علوم و فناوري       و اصـلاحي

در صورت ضـرورت، در كتابهـاي     . شود  چاپ مي ) ق (قطعيصورت    كند و كتاب به     مي
  .ديآ تجديدنظرهاي اساسي به عمل تواند  ميچاپ قطعي نيز 

متوني است كه دانشجويان با اسـتفاده از آن و راهنمـايي            ) م (متون آزمايشگاهي 
و ) ف (كتابهـاي فرادرسـي  . دهنـد  مربيان كارهـاي عملـي آزمايـشگاهي را انجـام مـي      

كتابهاي . شوند  تر كردن منابع درسي دانشگاهي تهيه مي        به منظور غني  ) ك (درسي  كمك
أييـد شـوراي انتـشارات      درسي با ت    فرادرسي با تأييد معاونت پژوهشي و كتابهاي كمك       

  .شوند تهيه مي
  وليدمواد و تجهيزات آموزشيمديريت ت
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  پيشگفتار

  
  

تـرين درس دوره كارشناسـي        درس الكترومغناطيس به نظر اغلب دانشجويان فيزيك، مشكل       
انـد    هايي كه در اين زمينه به زبان فارسي نوشته و يا ترجمه شده             متأسفانه اغلب كتاب  . است

اب طـي   مؤلف اين كت  . بيند  به مفاهيم كل پرداخته و دانشجو در پايان كاربردي براي آنها نمي           
ساليان درازي كه به تدريس اين درس در دوره كارشناسي مشغول بوده اسـت بـه ايـن نيـاز                    
دانشجويان پي برده و سعي كرده است كتابي را تدوين كند كه خلاء بـين مفـاهيم نظـري و                    

  .كاربردي را تا حد امكان پر كند
پيوسـت تنظـيم    شود اين كتاب در شش فصل و تعدادي                  همانطور در فهرست ديده مي    

مهمترين نكاتي كه در اين كتاب به عنوان يك منبع خودآموز در نظر گرفته شـده               . شده است 
  :است عبارتند از

هاي حل شده هم به صـورت تحليلـي و هـم بـه               هر فصل شامل تعداد زيادي مثال      -1
هـا را خـودش هـم        براي اينكه دانشجو بتواند شبيه اين مثـال       . صورت عددي است  

 .اند خودآزمايي با جواب در هر فصل آورده شدهحل كند تعدادي 

  

  هفت
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اي با جواب براي درك بهتر مفـاهيم          الات چند گزينه  ؤدر پايان هر فصل تعدادي س      -2
 .اند متن آورده شده

هاي حل شده ديگر و نيـز مـروري بـر            پاسخ تمام مسائل پاياني هر فصل همراه با مثال         -3
جو داده خواهد شد تا خودآموز       جداگانه به دانش   CD يك   مطالب هر فصل به صورت    

الات مـروري و مـسائل را       ؤبهتر است دانشجو ابتدا پاسخ س     . تكميل كند  بودن كتاب را  
 .هاي داده شده مقايسه كند آورده و سپس آنها را با جواب دست به

 كتاب براي اولين بار تعدادي از مسائل مهم الكترومغنـاطيس بـا اسـتفاده از                ايندر   -4
در نحوه حل اين مسائل و فايل مربوط بـه آنهـا نيـز              . اند  نرم افزار متمتيكا حل شده    

CD   تواند   چنانچه دانشجو با نرم افزار متمتيكا آشنا باشد مي        . داده خواهد شد   فوق
هاي ديگري از آن را پيـدا كـرده و يـا بـه               اببا اندكي تغيير در فايل هر مسأله، جو       

افزار متمتيكا فقط براي درك بهتر مفـاهيم          گردد كه استفاده از نرم      يادآوري مي . بيند
 .باشد جزء الزامات امتحاني درس الكترومغناطيس نمياست و ياد گرفتن آن 

ب ايـن   در خاتمه از شوراي محترم تخصصي گروه فيزيك دانشگاه پيام نور به خاطر تـصوي              
متن به عنوان يك كتاب درسي، از جناب آقاي دكتر جميل آريايي به خاطر راهنمايي در حل           

افزار متمتيكا، از جناب آقاي دكتر پرويز الهي به خـاطر ويـرايش علمـي                 مسائل به كمك نرم   
صالح به خاطر تايپ و آماده سازي متن و از كليه همكاران              كتاب، از سركار خانم پروا مرادي     

  .نمايم تدوين و انتشارات دانشگاه پيام نور تشكر و قدرداني ميگروه 
  .به خاطر صبر و حمايتشان ؛همسر و فرزندمكنم به  اين كتاب را تقديم مي

  

  دكتر سعيد محمدي

  اي دانشگاه پيام نور دانشيار فيزيك هسته

  1386 بهمن

  

  

  هشت
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  راهنماي حل مسائل فصل اول
  

  

 آناليز برداري
  
 

  خلاصه مطالب 1-1

P به تر تيب به صورت       P  نقطه -1 ( , , z ) , P (x , y, z)ρ ϕ و P (r , , )θ ϕ  هـاي    در دستگاه
Aيـك ميـدان بـرداري       . شـود  اي وكروي بيـان مـي       استوانه،  دكارتيمختصات  

��

 بـه صـورت     

x y z(A ,A ,A x يـــا( x y y z zˆ ˆ ˆA a A a A a+ بـــه صـــورت  ، دكـــارتي در دســـتگاه +

z)(A ,A ,Aρ ϕ يـــا z zˆ ˆ ˆA a A a A aρ ρ ϕ ϕ+ بـــه صـــورت  اي و           دســـتگاه اســـتوانه  در+

r z(A ,A ,A )θ ــا r ي rˆ ˆ ˆA a A a A aθ θ ϕ ϕ+ . شــود  در دســتگاه كــروي نمــايش داده مــي +
  .توان از يك دستگاه به دستگاه ديگري انجام داد اي يا برداري را مي تبديلات نقطه

  
اي و كـروي بـه ترتيـب         اسـتوانه ،  دكـارتي هاي   هاي ديفرانسيل در دستگاه    جايي  جابه -2

  عبارتند از

x y xˆ ˆ ˆdl dx a dya dza= + +
�

  
  

zˆ ˆ ˆdl d a d a dzaρ ϕ= ρ + ρ ϕ +
�

  
  

rˆ ˆ ˆdl dr a rd a r sin d aθ ϕ= + θ + θ ϕ
�

  
  

  

dl
�

  .شود ه در جهت مبثت در نظر گرفته ميهميش 
  
   از عبارتند سطوح عمود ديفرانسيل در سه دستگاه به ترتيب-3
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      2  

         
rˆds r sin d d a

ˆr sin d d a

ˆrdrd a

θ

ϕ

= θ θ ϕ

= θ θ ϕ

= θ

2

     

z

ˆds d dz a

ˆd dz a

ˆd d a

ρ

ϕ

= ρ ϕ

= ρ

= ρ ρ ϕ

     
x

y

z

ˆds dydza

ˆdxdza

ˆdxdya

=

=

=

�

  

  

ds
  .ا منفي باشديتواند مثبت   بسته به سطح مورد نظر مي�
  
  هاي ديفرانسيلي در سه دستگاه عبارتند از  حجم-4
  

d V d x d y d z

d V d d d z

d V r s in d r d d

=

= ρ ρ ϕ

= θ θ ϕ2

  

  

A انتگرال خطي بردار     -5
��

ds برابر است با     L در امتداد مسير     
� 

L

A∫
�

اگـر مـسير بـسته      ،  

Aانتگرال خطي تبديل به گردش ، باشد
��

يعني ، شود  ميL پيرامون 
L

A.dl∫
��

�
.  

  

A شار يا انتگرال سـطحي بـردار         -6
��

 بـه صـورت      S از ميـان سـطح       
s

A.ds∫
�

 تعريـف   �

 Aانتگرال سطحي تبديل به شار خروجي خالص        ،   بسته باشد  Sوقتي كه سطح    ،  شود مي

عنيي، شود  ميSاز ميان 
s

A.dl∫
��

�
.  

  

v به صورت V روي حجم vρاي   انتگرال حجمي كميت نرده-7
v

dvρ∫شود  تعريف مي.  

  
∇گيري برداري با استفاده از عملگر ديفرانسيلي برداري           مشتق -8

��

شيب ،  شود  انجام مي  
∇Vوسط   ت Vاي   ميدان نرده 

��

Aو اگرايي ميدان برداري     ،  
��

. توسط    A∇
�� �

Aتاو   ،
��

 توسط  

A∇ ×
��

  .شوند  بيان ميV∇2 توسطV و لاپلاسين 
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3آناليز برداري       

 قضيه واگرايي،    -9
s v

A.ds . A dV= ∇∫ ∫
�� � �� ��

�
  ، انتگرال سطحي روي يـك سـطح بـسته را         

  

  .سازد به انتگرال حجمي مربوط مي
  

) قضيه استوكس،    -10 )
L s

A.dl A ds= ∇ ×∫ ∫
�� � �� �� �

�
  ، انتگرال خطي روي يـك مـسير بـسته          

  

  .كند را به انتگرال سطحي مرتبط مي
  

∇V اگر معادله لاپلاس،   -11 =2
ين صـدق    در يك ناحيه مع ـ    Vاي    ، توسط ميدان نرده   0

  . در آن ناحيه هماهنگ استVشود  كند، گفته مي
  

∇A.اي اسـت اگـر         يك ميدان بـرداري سـيملوله      -12 =0
�� ��

 و غيرچرخـشي يـا       باشـد،  
∇Aپايستار است اگر  × = 0

�� ��

.  
  

. روابط برداري    -13 A∇ ∇ × = 0

�� �� ��

∇V و    × ∇ = 0

�� ��

 خيلي مفيـد     در الكترومغناطيس  
  .اند  شده ساير روابط برداري در پيوست الف داده. هستند

  

  هاي حل شده مثال 1-2

ˆrبردار ): 1-1(مثال  ˆ ˆB a r cos a a
r θ ϕ= + θ +10��

 را برحسب مختصات دكارتي و 

B)-3، 4، 0(مقادير . اي بيان كنيد استوانه
��

π، -2( و 
2

 ،5( B
��

  .دست آوريد  را به

 )19-1(با استفاده از معادله : جواب       

  

x

y

z

B sin cos cos cos sin r

B sin sin cos sin cos rcos

cos sinB

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ θ ϕ θ ϕ − ϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ = θ ϕ θ ϕ ϕ θ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

θ − θ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

10

0 1

  

  يا 
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      4  

x

y

z

B sin cos r cos cos sin
r

B sin sin r cos sin cos
r

B cos r cos sin
r

= θ ϕ + θ ϕ − ϕ

= θ ϕ + θ ϕ + ϕ

= θ − θ θ

2

2

10

10

10

  

  

)اما  ) /
r x y z= + +

1 2
2 2 2 ،

( ) /
x y

tan
z

−
+

θ =

1 2
2 2

y و 1
tan

x
−ϕ = 1.  

  
  در نتيجه

( )
( ) ( )

( ) ( )

/

/ /

/ /

x y
z z

sin , cos
r r

x y z x y z

y y x x
sin , cos

x y x y

+
ρθ = θ = =

+ + + +

ϕ = ϕ = =
ρ ρ+ +

1 2
2 2

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2
2 2 2 2

  

  
z در روابط مربوط به ن مقادير فوقبا قرار داد y xB ,B ,Bداريم   

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )
( )

x / /

y / /

/

z /

x x z y
B

x y z x yx y x y z

y y z x
B

x y z x yx y x y z

z x yz
B

x y z x y z

= + −
+ + ⎡ ⎤ ++ + +

⎢ ⎥⎣ ⎦

= + +
+ + ⎡ ⎤ ++ + +

⎢ ⎥⎣ ⎦

+
= −

+ + + +

2

2 2 2 1 2 1 2
2 22 2 2 2 2

2

2 2 2 1 2 1 2
2 22 2 2 2 2

1 2
2 2

2 2 2 1 2
2 2 2

10

10

10

  

Bبردار 
��

   برابر است با
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5آناليز برداري       

x x y y z zˆ ˆ ˆB B a B a B a= + +
��

  
  

B)-3، 4، 0(در نقطه با توجه به اين كه 
��

 ،3- = x ، 4 = y 0 و = zداريم.  است  
 

x

y

z

x y

B

B

B

ˆ ˆB a a

= − + − = −

= + − =

= − =

= − +

30 4
0 2

25 5

40 3
0 1

25 5

0 0 0

2

��

  

 
  داريم) 25 -1(اي، طبق رابطه  براي تبديل از مختصات كروي به مختصات استوانه

  

z

B sin cos r

B r cos

cos sinB

ρ

ϕ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ θ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ = θ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

θ − θ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

10

0

0 0 1

0 1

  

  يا

z

B sin r cos
r

B

B cos r sin cos
r

ρ

ϕ

= θ + θ

=

= θ − θ ϕ

210

1

10

  

  

)اما  ) /
tan , r z

z
− ρθ = = ρ +

1 2
1 2   ، در نتيجه 2
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      6  

( ) ( )

( )

( )

/ /

/

/
z

z
sin , cos

z z

z
B z .

z z

z z
B z .

z z

ρ

ρθ = θ =
ρ + ρ +

ρ= + ρ +
ρ + ρ +

ρ= − ρ +
ρ + ρ +

1 2 1 2
2 2 2 2

21 2
2 2

2 2 2 2

1 2
2 2

2 2 2 2

10

10

 

  بنابراين
  

( ) ( )
z/ /

z z z
ˆ ˆ ˆB a a a

z zz z
ρ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ= + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

ρ + ρ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ + ρ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2 2 1 2 2 2 1 2
2 2 2 2

10 10��

  

  

Bدر نقطه  , ,
π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
5 2

2

��

 ،5 = ρ ،πϕ =
2

  در نتيجه. باشد  ميz = -2 و 

  

z

/ / z

ˆ ˆ ˆB a a a

ˆ ˆ ˆa a a

ρ ϕ

ρ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + +

50 4 20 10

29 2929 29

2 467 1 167

��

  

  

 توجه كنيد در هر نقطه
  

( )| B r , , |θ ϕ
��

 = ( )| B , ,z |ρ ϕ
��

=( )| B x, y,z |
��

  
  

دست  تصاتي مربوط بههاي مخ اي زير را در دستگاه هاي نرده  شيب ميدان):2-1(مثال 

  .آوريد

zV )الف e sin x cos hy−= 2  

U )ب zcos= ρ ϕ2
2  
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7آناليز برداري       

W )ج r sin cos= θ ϕ2
10  

   )الف: جواب       

x y z

z z z
x y z

V V V
ˆ ˆ ˆV a a a

x y z

ˆ ˆ ˆe cos x cosh ya e sin xsinh ya e sin x cosh ya− − −

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

= + −2 2 2 2

��

  

  )ب

z

z

U U U
ˆ ˆ ˆU a a a

z

ˆ ˆ ˆz cos a z sin a cos a

ρ ϕ

ρ ϕ

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ρ ρ ∂ϕ ∂

= ρ ϕ − ρ ϕ + ρ ϕ2

1

2 2 2 2 2

��

  

  ) ج

r

r

W W W
ˆ ˆ ˆW a a a

r r r sin

ˆ ˆ ˆsin cos a sin cos a sin sin a

θ ϕ

θ ϕ

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂θ θ ∂ϕ

= θ ϕ + θ ϕ − θ ϕ2

1 1

10 10 2 10

��

  

  

  الاتؤپاسخ س 1-3

   برابر است بادكارتياي و مختصات  رابطه بين مختصات استوانه)  الف-1
  

z

H cos sin xy z

H sin cos x yz

H xyz

ρ

ϕ

⎡ ⎤ϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= − ϕ ϕ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

2

2

0

0

0 0 1

  

  
  اي عبارتند از  در مختصات استوانهHهاي  مؤلفه

  

z

H xy zcos x yzsin

H xy zsin x yzcos

H xyz

ρ

ϕ

= ϕ + ϕ

= − ϕ + ϕ

=

2 2

2 2

2
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      8  

yبا قرار دادن مقادير  sin , x cos= ρ ϕ = ρ ϕدر روابط فوق داريم   
  

z

H zcos sin zcos sin zsin

H zcos sin zcos sin zcos sin cos

H z sin cos

ρ

ϕ

= ρ ϕ ϕ + ρ ϕ ϕ = ρ ϕ

= −ρ ϕ ϕ + ρ ϕ ϕ =ρ ϕ ϕ ϕ

= ρ ϕ ϕ

3 2 2 3 2 2 3 2

3 3 3 3 2

2 2

1
2

2

2 2

2

  

  
   برابر است بادكارتيطور رابطه بين مختصات كروي و  همين

  

rH sin cos sin sin cos xy z

H cos sin cos sin x yz

H sin cos xyz

θ

ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ θ ϕ θ ϕ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= θ ϕ ϕ − θ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥− ϕ ϕ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

2

2
0

  

  

x rsin cos , y r sin sin , z r cos= θ ϕ = θ ϕ = θ  
  

   در مختصات كروي عبارتند ازHهاي  مؤلفه
  

( )
( )
( )

rH r sin cos sin cos sin sin cos

H r sin cos sin cos sin cos r sin cos sin

H r sin cos sin cos sin cos

θ

ϕ

= θ θ ϕ ϕ θ ϕ + θ

= θ θ ϕ ϕ θ θ ϕ − ϕ θ

= θ θ ϕ ϕ θ ϕ

4 2 2 2

4 2 4

4 2

2

2

2

  

  
  اي عبارتند از ، مختصات استوانه)3، -4، 5(در نقطه ) ب
  

/ r /

r , sin , cos , sin ,cos

ˆ ˆ ˆH a a aθ ϕ

= = θ = θ = ϕ = − ϕ =

= − + +

1 1 4 3
50 5 2

5 52 2

8 485 415 8 84

��

  

www.konkur.in

forum.konkur.in



9آناليز برداري       

2-                  x y z
x cos yz x

ˆ ˆ ˆG a a a
⎛ ⎞ϕ= + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠

2

2 2

2
1

��

  

  
) برحسب مختصات كروي z , y , xρ ,است در رابطه فوق، به جايكافي  )r, ,θ ϕ قرار 
  .دهيم

( ) ( )/ /

x r sin cos

y r sin sin

z r cos

x y r sin cos r sin sin r sin

= θ ϕ

= θ ϕ

= θ

ρ = + = ϕ + ϕ = θ
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

  

  
Gبردار 

��

  شود با  برابر مي
  

x y z

x y z

rsin cos r sin cos sin r sin cos
ˆ ˆ ˆG a a a

rsin r sin r sin

ˆ ˆ ˆcos a cotan sin a sin a

⎛ ⎞θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ= + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟θ θ θ⎝ ⎠

= ϕ + θ ϕ + ϕ

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2
1

2

��

  

  
   برابر است بادكارتياما رابطه بين مختصات كروي و 

  

rG sin cos sin sin cos cos

G cos cos cos sin sin cot an sin

G sin cos sin

θ

ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ θ ϕ θ ϕ θ ϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= θ ϕ θ ϕ − θ θ ϕ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥− ϕ ϕ ϕ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

2

2

0

  

  
  .آورد دست  را در مختصات كروي بهGهاي بردار  توان مؤلفه از رابطه فوق مي

  

3-                            ( )H . dl x dx y dy= +∫ ∫
2 2

�� �
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      10  

L  ،dyاما روي مسير  xdx , y x= = 2
  ، با قرار دادن در رابطه فوق2

  

( )
L

x
H . dl x x dx x= + = + = + =∫ ∫

1 6

2 5 3 1 1

0 0

0

1 2 1 1 2
2

3 6 3 3 3

�� �

  

  

sتوان به پـنج قـسمت          را مي  S، سطح   1-1 طبق شكل    -4 , s , s , s , s
5 4 3 2  تقـسيم   1

  اي  در مختصات استوانهVبا نوشتن . كرد
  

( ) ( )

s s s s s

V x y z z cos sin

A Vds

= + = ρ ϕ + ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + + + +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
1 2 3 4 5

�� �

�

  

  
V ds A A A A A= + + + +

1 2 3 4 5

� ��� ��� ���� ���� ����

  
  

zˆdsبراي  d d a , z , A= ρ ϕ ρ =
1

2

� ���

  ، در نتيجه
  

( )
/

zˆA z cos sin d d a
π

ρ= ϕ=

= ρ ϕ + ϕ ϕ ρ =∫ ∫
1 2

2

1

0 0

���

( ) ( ) ( )z z zˆ ˆ ˆsin cos a a a

π
ρ ϕ + ϕ = − − + =
3

1

0

2 4
22 1 0 0 1

3 3 3

0

  

  
)براي  )zˆds d a , z , A= ρ ϕ − =

2
0

� ���

  ، در نتيجه
  

( )
/

zˆA z cos sin d d a
π

ρ= ϕ=

= − ρ ϕ + ϕ ϕ ρ =∫ ∫
1 2

2

2

0 0

0

���

  

  

dsˆبراي  d dz a , , Aρ= ρ ϕ ρ =
3

1

� ����

  ، در نتيجه
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11آناليز برداري       

( ) ( ) ( )
/

z

z
ˆ ˆ ˆA z cos sin d dz a a a

π

ρ ρ ρ
= ϕ=

= ρ ϕ + ϕ ϕ = + =∫ ∫
2 2 2

22 2

3 0

0 0

1 1 1 4

3

����

  

  

dsˆبراي  d dz a , , Aϕ
π= ρ ϕ =

4
2

� ����

  ، در نتيجه

  

( ) ( )
z

z
ˆ ˆ ˆA z cos sin d dz a a aϕ ϕ ϕ

ρ= =

ρ= ρ ϕ + ϕ ρ = + =∫ ∫
1 2 2

1 2

4 0 0

0 0

0 1 1

3 2

����

  

  

)براي  )ˆds d dz a , , Aϕ= ρ − ϕ =
5

0

� ����

  ، در نتيجه
  

ˆA aϕ= −
5

����

  
  

  طور كلي خواهيم داشت ابراين، بهبن
  

z zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA a a a a a aϕ ϕ ϕ ϕ= + + + + − = +4 4
0 4 4

3 3

��

  
  

  هاي مختصات مناسب، خواهيم داشت  با حل در دستگاه-5
  

                   )     الف
x y zˆ ˆ ˆA y a za y a

. A

∇ × = − + −

∇ ∇ × =

2 2
2

0

�� ��

�� �� ��

   

  

                )       ب
( ) zˆ ˆA z a a

. A

ϕ∇ × = ρ − + ρ

∇ ∇ × =

2 3 2
3 4

0

�� ��

�� �� ��

   

  

    ) ج
r

cos
ˆ ˆA cotan cotan a cos a

r sinr

. A

θ
ϕ⎛ ⎞∇ × = − θ ϕ + + θ⎜ ⎟θ⎝ ⎠

∇ ∇ × =

3

1 1

0

�� ��

�� �� ��
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      12  

6-                                                H K T= ∇
�� ��

  

.H K . T K T∇ = ∇ ∇ = ∇2
�� �� �� ��

  
  

∇Tچون  =2
.شود، در نتيجه   مي0 H∇ =0

�� ��

  
  
  دكارتيبا حل در مختصات )  الف-7
  

( ) ( ) ( ) ( )x y z

yx z
x y z

. V A VA VA VA
x y z

AA A V V V
V A A A

x y z x y z

V . A A . V

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= ∇ + ∇

�� ��

�� �� �� ��

  

  

V,Aبا قراردادن به جاي ) ب
��

  

( ). V A xyz∇ = 2

�� ��

  
  

  . اثبات كرددكارتيتوان به راحتي در دستگاه مختصات  اين مسأله را مي)  الف-8
  

))     ب ) r
cos cos sin cos sin

ˆ ˆ ˆV A a a a
r r r

θ ϕ
θ ϕ θ ϕ θ∇ × = + +
2 3 2

2�� ��

  

  

9-                                ( ) ( ). A U z y y∇ = − −2 2
2

�� ��

  

  

10-    x y z x y
x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆln ln a ln a ln a a a

x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ ρ = ρ + ρ + ρ = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ρ ρ⎝ ⎠
2 2

��

  

  

  از طرف ديگر
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13آناليز برداري       

( )z z

x y x y

x y zy
ˆ ˆa tan a

x y
tan

x

x y x y
ˆ ˆ ˆ ˆa a a a

x y x y

−

−

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ × ϕ = ∇ × =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + = +
+ + ρ ρ

1

1

2 2 2 2 2 2

0 0

�� ��

  

  

  .كه دو طرف با ديگر برابر هستند
  

11-                                ˆ ˆa , a
r sin rϕ θ∇ϕ = ∇θ =

ϕ
1 1�� ��

  
  

âr

sin sin

r
ˆsin a

sin r

θ

θ

∇θ =
θ θ

⎛ ⎞∇θ∇ × = θ = ∇ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

1

��

��

�� ��

  

rبنابراين 

sin

⎛ ⎞∇θ∇ϕ = ∇× ⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

��

�� ��

  

  
  هاي مختصات مربوطه، خواهيم داشت  با حل در دستگاه-12
  

                          ) الف

( ) x y zˆ ˆ ˆV xy z a x a x a

. V y

V

∇ = + + +

∇ ∇ =

∇ ×∇ =

2
6 3

6

0

���

��� ���

��� ���

  

  

                    )ب

x y zˆ ˆ ˆV zcos a zsin a cos a

. V

V

∇ = ϕ + ϕ + ρ ϕ

∇ ∇ =

∇ ×∇ =

0

0

���

��� ���

��� ���
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      14  

  .شود حل مي) ب(و ) الف(هاي  شبيه حالت) ج
  

  ها عبارتند از  جواب-13

)                  )  الف ) x y zˆ ˆ ˆ. r T yza xy a x yz a∇ = + +2 2
6 3 3

��� � ��

   
  

)                 )    ب ) x y zˆ ˆ ˆr. T yza xy a x yza∇ = + +2 2
4 3 4

� ��� ��

   
  

)                        )     ج ).r r.T xyz xy x yz∇ = + +2 2
6 3 3

��� � � ��

   
  

)                                      )          د )r . r r∇ =2 2
2

� ���

   
  

)                    )الف -14 ) ( ) ( )n n n n.r r x r y r z r
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

�� �

  

nr برابر است با   

( )
( ) ( )

( )

( )( )
( )

n /n

n / n /n

n / n n n

n / n

n n n

r x y z

n n
.r r x x y z y x y z

n
z x y z r r r

n x y z x y z r

nr r n r

− −

−

−

= + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + + + +

= + = +

2
2 2 2

2 1 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

2 1
2 2 2 2

2 1
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

2

3

3 3

�� �

  

  

)                         )          ب )nr r∇ × =0
�� �

   

  
   فرض كنيد-15

V                                              ) الف ln r ln x y z⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2   
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15آناليز برداري       

( )( )

z

/

ˆx y za
x y z

V x
x x y z

x r r

ˆ ˆxa yaV V V r
ˆ ˆ ˆV a a a

x y z r r

−

+

∂ = + + =
∂

+∂ ∂ ∂∇ = + + = =
∂ ∂ ∂

1 2
2 2 2

2

2 2

1 1
2

2

�

��

  

  

x)                          ب
r

ˆV A a
r

∇ = =
2

�

�� ��

   
  

( ) ( ) ( ) ( )r
d

ln r . ln r . A r A r
r drr r r

∂∇ = ∇ ∇ = ∇ = = =
∂

2 2

2 2 2

1 1 1�� �� �� ��

  

  

  ه مختصات مربوطه در دستگاV∇2 با نوشتن -16

)                             )       الف )V x y z∇ = + +2

1
6   

  

z                )             ب
V sin

⎛ ⎞
−∇ = − + ρ ϕ⎜ ⎟

⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

2

2

2

3
2 2  

  

cos                      )       ج sin
cos sin

sin

θ ϕ− + θ ϕ −
θ2

6 4   

  

)                )الف -17 )V y z x z x y∇ = + +2 2 2 2 2 2 2
2  

  

x               )         ب x y y z zˆ ˆ ˆA A a A a A a∇ = ∇ + ∇ + ∇2 2 2 2
��

  
  

( )x y zˆ ˆ ˆya xza y z a= + − +2 2
2 6 2  

  

)                  )     ج ) ( )x y zˆ ˆ ˆ. A ya x yz a y a∇ ∇ = + − − 2
2 2 2 2

�� �� ��

   
  

)                      )         د )A .A A∇ × ∇ × = ∇ ∇ − ∇2
�� �� �� �� �� �� ��

  
  

  خواهيم داشت) ج(و ) ب(هاي  با استفاده از نتايج قسمت
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      16  

( ) y zˆ ˆA x yz xz a z a∇ ×∇ × = − − + 2
2 2 3 2

�� �� ��

  
  

  2-1توجه به شكل  با -18

                             )     الف
L

F.dl F.dl
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫
1 2 3

� � � �

�
   

  1براي مسير 

( )
x yˆ ˆdl dxa dya , dy dx , y x

F.dl x dx xdx

= + = =

= − = −∫ ∫
1

3

1 0

1

4

�

� �

  

  2براي مسير 

( )
x yˆ ˆdl dxa dya , dy dx , y x

F.dl x x x dx

= + = − = − +

= − + − + =∫ ∫
2

3 2

2 1

2

17
2 2

12

�

� �

  

  

        3براي مسير 

y
F.dl x ydx

=
= =∫ ∫

0

2

0

3 2

0

� �

  

       در نتيجه

L

F.dl = − + + =∫
1 17 7

0

4 12 6

� �

�
  

  

)                 )         ب )x xˆ ˆF x a , ds dxdy a∇ × = − = −2
�� � �

   
  

( ) ( )F x dx dy∇ × = − − =∫ ∫∫
2 7

6

�� �

  
  

  ه استوكس برقرار است  هاي الف و ب، قضي با توجه به مساوي شدن قسمت) ج
  

  3-1 با توجه به شكل -19
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17آناليز برداري       

z l z l

D.ds D.ds

cos d d cos d d z d dz

z d dz

=− = ρ= ρ=

ρ=

ρ=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= − ρ ϕ ϕ ρ + ρ ϕ ϕ ρ − ρ ϕ

− ρ ϕ = π =

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫

2 5

2 2 2 2 2 2

2

2 2

5

2

2 56 176

�� � �� �

�

                    

( ).D z z
∂∇ = ρ =

ρ ∂ρ
2 2 21

2 4

�� ��

   
  

.Ddv z d d dz∇ = ρ ρ ϕ = π =∫ ∫∫∫
2

4 56 176

�� ��

  
  

) چون -20 )U W r , U W r∇ × = ∇ × × = ×
�� �� �� ��� � �� ��� �

  با استفاده از رابطه . 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B A .B B .A B. A A. B∇ × × = × ∇ − × ∇ + ∇ − ∇
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

  
  

  خواهيم داشت
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )W r W . r r . W r. W W. r

W W U

∇ × × = ∇ − ∇ + ∇ − ∇

= ⇒ = ∇ ×1
2

2

�� ��� � ��� �� � � �� ��� � �� ��� ��� �� �

��� ��� �� ��

  

  

A با فرض -21 U V= ∇
�� ��

   و اعمال قضيه استوكس
  

( )

( ) ( )
L s s

s s

A.dl A.ds U V .ds

U V .ds U V .ds

= ∇ × = ∇ × ∇ =

= ∇ ×∇ + ∇×∇

∫ ∫ ∫

∫ ∫

�� � �� �� � �� �� �

�� �� � �� �� �

  

∇×∇Vاما  =0
�� ��

  ، در نتيجه
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      18  

( )
L s

U V. dl U V .ds∇ = ∇ ×∇∫ ∫
�� � �� �� �

  

  توان نوشت يطور م همين
  

( ) ( )
L s s

V U.dl U V .ds V U .ds∇ = − ∇ ×∇ + ∇×∇∫ ∫ ∫
�� � �� �� � �� �� �

  

  

∇×∇Uاما  =0
�� ��

  در نتيجه ،
  

L L

U V. dl V U.dl∇ = − ∇∫ ∫
�� � �� �

  

  
   فرض كنيد -22

( ) ( )n /n
x y zˆ ˆ ˆA r r x y z x a ya za= = + + + +

2
2 2 2

�� �

  

  
  طبق قضيه واگرايي

( ) ( ) ( ) ( )

s v

n n n n

A.ds .A dV

.A x r y r z r n r
x y z

= ∇

∂ ∂ ∂∇ = + + = +
∂ ∂ ∂

∫ ∫

3

�� � �� �� ��

�� ��

  

  
  در نتيجه 

( )n n n n

s v v

r r. ds n r dV r dV r r. ds
n

= + ⇒ =
+∫ ∫ ∫ ∫
1

3

3

� � � �

� �
  

  
T اگر بردار -23

��

×∇Tغيرچرخشي باشد، بايد   =0
�� ��

  .شود نتيجه مي. 
  

α = β = γ =1  
  

.T∇
�� ��

) در نقطه  )012 ) برابر −,,   . است−1(
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19آناليز برداري       

  .يم به منظور محاسبه واگرايي و تاو با متمتيكا، ابتدا بايد از فرمان زير استفاده كن-24
  

[ ]Needs "Calculus VectorAnalysis "` ′  
  

اولـي ميـدان بـرداري و دومـي دسـتگاه           . واگرايي و تاو هر دو داراي دو شناسه هـستند         
مثلاً براي محاسبه واگرايـي و تـاو        . مختصاتي است كه محاسبات بايد در آن انجام شود        

Aبردار 
��

  .نيمك  به ترتيب زير عمل ميدكارتي در دستگاه مختصات 
  

]                     )             الف ]Clear A,x, y,z ;  
  

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }

[ ] [ ]

[ ] [ ]

* * *A x , y ,z : E P x y , sin x y , cos^ x z

Div A x, y,z ,cartesian x, y,z

Curl A x, y,z ,cartesian x, y,z

− − − = ×

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦

2

  

  
كـار     بهϕو  ρ به ترتيب براي F , rدر اينجا حروف (اي داريم  در مختصات استوانه) ب

  )اند رفته

[ ]Clear B,x,F,z  

[ ] [ ] [ ]{ }
[ ] [ ]

[ ] [ ]

* * *B r ,F ,z : r z ^ cos F , , z sin^ F

Div B r,F,z , cylindrical r,F,z

Curl B r,F,z , cylindrical r,F,z

− − − =

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦

2 0 2

  

  
كـار     بـه ϕ و θ به ترتيب براي f , qجا حروف  در اين(م و در مختصات كروي داري) ج

  .دهد دهيم، چون متمتيكا خطا مي  قرار ميC ،1Cطور به جاي  اند؛ همين رفته
  

[ ]Clear C ,r,q,f
1
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1الكترومغناطيس راهنماي حل مسائل      20  

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }
[ ] [ ]

[ ] [ ]

* * *C r ,q ,f : r cos q , sin q / r , r ^ sin^ q

Div C r,q,f , Spherical r,q,f

Curl C r,q,f , Spherical r,q,f

− − − = −

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦

1

1

1

2 2 2

  

  
  . با استفاده از متمتيكا خواهيم داشت-25
  

                                ) الف
[ ]

V : x ^ y ^ z ^

Laplacian V , cartesian

= + +
1

1

3 3 3

  

  

           )            ب
[ ]

[ ]

* *V : r z ^ sin f

Laplacian V , Cylindrical r,f ,z

=

⎡ ⎤⎣ ⎦

2

2

2 2

  

  

                    )      ج
[ ] [ ]

[ ]

V : r ^ cos q sin f

Laplacian V , Spherical r,q,f

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦

3

3

2 1
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  دومفصل راهنماي حل مسائل 
  
  

  خلاءدر واستاتيك هاي الكتر ميدان
  
  

   خلاصه مطالب2-1

ي الكترواستاتيك، يعني قانون كولن و قانون گاؤس در اين          ها  ميدان دو قانون بنيادي     -1
  طبق قانون نيروي كولن . فصل مورد بحث قرار گرفتند

  

R
Q Q

ˆF a
R

=
π ε
1 2

2
4

�

�

  

  
Eت ميدان الكتريكي   براساس قانون كولن، شد    -2

��

 نيرو بر واحد بار تعريف       عنوان  به را   
  كنيم يعني مي

R)اي فقط بار نقطه(
Q QR

ˆE a
R R

= =
π ε π ε2 3

4 4
� �

��

��

  

  
   براي توزيع بارهاي پيوسته، بار كل برابر است با-3
  

L

s

v

Q dl

Q ds

Q dv

= ρ

= ρ

= ρ

∫

∫

∫

  

 )براي بار خطي(
  

  )براي بار سطحي(
  

 )براي بار حجمي(
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 1راهنماي حل مسائل الكترومغناطيس      22

Eميدان  
��

LdQتـوان بـا قـرار دادن          وسـته را مـي     ناشـي از يـك توزيـع بـار پي           dl= ρ ،

sdQ ds= ρ يــا vdQ dv= ρ بــه جــاي Qاي و بــه ترتيــب بــا   در فرمــول بــار نقطــه
  .آورد دست گيري خطي، سطحي يا حجمي به انتگرال

  

L براي يك بار خطـي بينهايـت         -4 r
ˆE aρ

ρ=
πε ρ2

�

��

 بـادار بينهايـت      و بـراي يـك ورقـه       

s
nˆE a

ρ
=

ε2
�

��

.  

  
D رابطه چگالي شار الكتريكي      -5

��

برابـر  ) در فـضاي تهـي     ( با چگالي ميدان الكتريكي    
Dاست با  E= ε

�

�� ��

   عبارت است از S شار الكتريكي از ميان يك سطح .
  

s

D . dsψ = ∫
�� �� �

  

  
شار الكتريكي نفوذ كننده به يك سطح بسته برابر است با بار كل              طبق قانون گاؤس،     -6

  از اين رو. ψ = Q  احاطه شده، يعني
  

                   يا         
v

v

D . ds Q dv

. D

ψ = = = ρ

ρ = ∇

∫ ∫
�� �

�� ��

�

  

  
nكـه   (توان يك سـطح گاؤسـي         وقتي كه توزيع بار متقارن است، مي       nˆD D a=

��

 

 ثابـت   
Dس در تعيين قانون گاؤ. يافت) است

��

   مفيد است، يعني
  

يا                                 
n

n

D ds Q

Q
D

S

= =

=

∫
�

�

  

  

 )احاطه(

 احاطه

 )اولين معادله ماكسول(

 

 )احاطه ( 
  

 )احاطه(    
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23     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

 از  Qاي     كار كل انجام شده يا انرژي پتانسيل الكتريكي براي حركت يـك بـار نقطـه                -7
   برابر است با E در يك ميدان الكتريكي B به Aنقطه 

  
B

A

W Q E.dl= − ∫
�� �

  

  
r پتانسيل در -8

�

′r در Qاي   حاصل از بار نقطه
��

   عبارت است از
  

( ) Q
V r C

r r
= +

′π ε −4
�

�

� ��  

  
   اسـت اگـر    C = 0مـثلاً   . شـود    در يك نقطه پتانسيل مرجع محاسبه مي       Cكه ثابت          

0) = ∞ → r
�

 (V يين پتانسيل حاصل از يك توزيع بار پيوسته، به جـاي           براي تع .  باشد
Q    اي، به ترتيـب        در فرمول بار نقطهLdQ dl= ρ  ،sdQ ds= ρ    يـا vdQ dv= ρ   قـرار 

  .گيريم داده و انتگرال خطي، سطحي يا حجمي مي
  
E اگر توزيع بار معلوم نباشد اما شدت ميدان الكتريكي           -9

��

 داده شده باشد، پتانسيل از      
  .آيد مي دست رابطه زير به

V E . dl C= − +∫
�� �

  
  

   برابر است با A نسبت به B ، يعني پتانسيل در VAB اختلاف پتانسيل -10
  

B

AB B A
A

W
V E . dl V V

Q
= − = = −∫

�� �

  

  
متـداد يـك    كار كل انجام شـده در ا      ( چون يك ميدان الكترواستاتيك پايستار است        -11

Eبسته در يك ميدان 
��

  ) پايا صفر است
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 1راهنماي حل مسائل الكترومغناطيس      24

                    يا                    
E . dl

E

=

∇ × =

∫ 0

0

�� �

�� ��

�  

  
  .آيد مي دست  اگر پتانسيل معلوم باشد، ميدان الكتريكي از رابطه زير به-12

  

E V= −∇
�� ��

  
  

13- D
��

) يا خط (براي يك سطح    . اي بر خطوط شار الكتريكي مماس است        در هر نقطه   
  .پتانسيل در هر نقطه برخط شار الكتريكي عمود است خط هم.  ثابت استVپتانسيل  هم
  

′r براي يك دوقطبي الكتريكي واقع در        -14
��

P با گـشتاور دوقطبـي       
��

r، پتانـسيل در     
�

 
  برابر است با

( ) ( )P . r r
V r

r r

′−
=

′π ε −
3

4
�

� ��

�

� ��

  

  
r پتانسيل يك چهارقطبي الكتريكي در -15

�

   برابر است با
  

( ) ( )cosQ S
V r

r

α −
=

π ε

2
2

3

3 1
2

24
�

�

  

  

cosˆˆكه  z . rθ   . فاصله بين بارها استS و =
  

  .ها بسط داد طبيتوان برحسب چندق  پتانسيل يك توزيع بار را مي-16
  

  اي برابر است با   بار نقطهn انرژي الكترواستاتيك -17
  

n

E k k
k

W Q V
=

= ∑
1

1

2

  

 )دومين معادله ماكسول(
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25     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

  و براي يك توزيع بار حجمي پيوسته
  

EW D . E dv E dv= = ε∫ ∫
21 1

2 2
�

�� �� ��

  

  

  هاي حل شده  مثال2-2

) -1،  -1،  4(و  ) 3،  2،  -1( به ترتيـب در نقـاط        -mc2 و   mc1اي    بارهاي نقطه ): 1-2(مثال  

و شـدت ميـدان     ) 0،  3،  1( واقـع    nc10اند، نيـروي الكتريكـي وارد بـر يـك بـار               شدهواقع  
  .الكتريكي در آن نقطه را محاسبه كنيد

  :جواب       

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

k k k
R

kk , k ,

/ /

Q Q Q Q (r r )
ˆF a

R | r r |

, , , , , , , ,Q

| , , , , | | , , , , |

, , , ,

= =

− −

−

−

−= =
π ε π ε −

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − × − − −⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −⎨ ⎬π ε − − − − −⎪ ⎪⎩ ⎭

− × −× ×= −
+ + + +π ×

π

∑ ∑2 3

1 2 1 2

3 3

3 3

3 9

9 3 2 3

4 4

10 0 3 1 3 2 1 2 10 0 3 1 1 1 4

4 0 3 1 3 2 1 0 3 1 1 1 4

3 1 2 2 1 4 310 10 10

10 9 1 4 1 16 9
4

36

� �

�

� ���

�

� ���

( ) ( ), , , ,−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤− − −
= × +⎢ ⎥

⎣ ⎦

2

2
3 1 2 2 8 6

9 10

14 14 26 26

  

  

( )

ˆ ˆ ˆF a a a/ x / y / z

F
E , ,/ / /Q

N
ˆ ˆ ˆE a a a/ x / y / z c

= − − +

−
= = − − ×

−×

= − − +

6 507 3 817 7 506

3
10

6 507 3 817 7 506
9

10 10

650 7 381 7 750 6

�

�

��

��
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y ورقه محدود    ):2-2(مثال   , x≤ ≤ ≤ ≤0 1 0  داراي چگالي بار    z = 0 واقع در صفحه     1

)سطحي  ) /
xy x ysρ = + +

3 2
2 2

ncبرحسب  (25

m2
  پيدا كنيد. است) 

  

  . بار كل روي ورقه)الف

  ).0، 0، 5( ميدان الكتريكي در نقطه )ب

  ).0، 0، 5( در نقطه -mc1 نيروي وارد بر بار )ج

))الف: جواب        )
/

sQ ds xy x y dx dy= ρ = + +∫ ∫ ∫
3 2

1 1

2 2

0 0

25  

)چون   )x dx d x= 21

2

  يا با تغييـر متغيـر      (گيريم     انتگرال مي  2xوق نسبت به    ، از رابطه ف   

u = 2x در نتيجه ، du
x dx =

2

.(  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

/

/

/ /

Q y x y d x dy nc

y x y dy

y y d y

= + +

= + +

⎡ ⎤= + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫

1 1
3 2

2 2 2

0 0

1
5 2

2 2 1

0

0

1

2 5 2 2 5 2 2

0

1
25

2

1 2
25

2 5

1 1
26 25

5 2

  

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

/ /y y

/ / / nc/

⎡ ⎤= × + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − × =
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 2 7 2 2 7 2 1
26 25

0
10 7

1 7 2 7 2 7 2
27 25 2 26 33 15

35

  

  

                    )ب
( )ds r rˆds a ss RE

r r r

′ρ −ρ
= =∫ ∫

′π ε π ε −2 3
4 4

� ��

��

� ��

� �

  

  كه
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27     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

( ) ( ) ( )r r , , x, y, x, y,′− = − = − −0 0 5 0 5

� ��

  
  

  در نتيجه
 

( ) ( )
( )

( )

/
ˆ ˆ ˆxy x y x a ya a dx dyx y z

E
/

x y

ˆ ˆ ˆx dx y dy a x dx y dy a x dx y dy ax y z

V
, , , ,/ / / m

− + + − − +
= ∫ ∫ −

π× + +
π

⎡ ⎤
= − − +⎢ ⎥∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 2
9 2 2

10 25 51 1

9 3 2
100 0 2 2

4 25

36

1 1 1 1 1 1
2 2

9 5

0 0 0 0 0 0

1 1 5
9 1 5 1 5 11 25

6 6 4

��

  

  

)                         )ج )F q E , , mN/ / /= −1 5 1 5 11 25

� ��

  

  

و يـك بـار خطـي    ) 4، 0، 3( در نقطـه  -mcπ 5 اي   اگـر يـك بـار نقطـه    ):3-2(مثال 
mc

m
π3     در امتداد محور y        وجود داشته داشته باشند، ميـدان D

��

) 4،  0،  3( را در نقطـه      

  .تعيين كنيد
LQDفرض كنيد كه    : واب       ج D D= +

�� ���� ��

QD، كه   
��

LD و   
����

هـاي    به ترتيب چگـالي    

  ).1-2شكل (اي و بار خطي هستند  شار مربوط به بار نقطه
  

( )R
Q

Q r rˆQa
D E

R r r

′−
= ε = =

π ′π −
2 3

4
4

�

� ��

���� ��

� ��
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Dچگالي شار . 1-2شكل 
��

  .اي و يك خط باردار بينهايت  حاصل از يك بار نقطه

  

r) = 4، 0، 3 (–) 4، 0، 0) = (0، 0، 3(كه  r′−
� ��

  در نتيجه. 
  

( )
( )

/ zQ
, ,

ˆD a
, ,

−− π×
= = −

π

3

3

5 10 00 3

0 138

4 00 3

����

  

  

  طور همين

L
L ˆD aρ

ρ=
πρ2

����

  

  در اين حالت

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

, , , , , ,
â

, , , ,

, , , ,

ρ
−

= =
−

ρ = − =

4 0 3 000 4 0 3

54 0 3 000

4 0 3 000 5

  

  در نتيجه

( ) ( )L x z / x / zˆ ˆ ˆ ˆD a a a a
π= + = +

π
3

4 3 0 24 0 18

2 25

����

  

  بنابراين

Q L x z
c

ˆ ˆD D D a a
m

μ= + = +
2

240 42

�� ���� ����
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29     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

Dبردار ): 4-2(مثال 
��

zˆD به صورت  z cos a= ρ ϕ2
��

cبرحسب  (

m2
. داده شده است) 

π ، 3(چگالي بار در نقطه 
4

 متر و 1اي به شعاع  و بار كل احاطه شده توسط استوانه) 1 ، 

z≤ ≤2   .ر محاسبه كنيد مت2

z            : جواب       
v

D
. D cos

z

∂ρ = ∇ = = ρ ϕ
∂

2
�� ��

  

 ، 3(در نقطه 
4

π
 ، 1( ،c

m3
 v /cos ( )

πρ = × =2
1 0 5

4

بار كل احاطه شده توسط استوانه . 

  .توان پيدا كرد را به دو روش مختلف مي
  

  . اين روش مستقيماً براساس تعريف بارحجمي كل است:روش اول
  

v
v v

z

Q dv cos d d dz

cos d d ( )
π

=− ϕ= ρ=

= ρ = ρ ϕ ρ ϕ ρ

= ϕ ϕ ρ ρ = π

∫ ∫

∫ ∫ ∫

2

2 2 1

2 2

2 0 0

1
4

3

  

  

  كنيم؛  در اين روش از قانون گاؤس استفاده مي:روش دوم

  

s t b
s t b

Q D . ds D . ds
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ψ = = + + = ψ + ψ + ψ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫
�� � �� �

�
  

  
 sكه 

ψ ،t 

ψ ،b 

ψ به ترتيب شار عبوري از سطح جانبي، سطح بالايي و سطح پاييني 
Dچون . ) را ببينيد20-1شكل (استوانه است 

��

 s=  0 ندارد، âρاي در امتداد   مؤلفه

ψ. 
tبراي 

 

ψ ،zˆds d d a= ρ ϕ ρ
�

  ، در نتيجه 
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z cos d dt z

d cos d

π

ρ= ϕ=

π

ψ = ρ ϕ ρ ϕ ρ∫ ∫ =

π⎛ ⎞= ρ ρ ϕ ϕ = π =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

1 2
2

0 0

1 2

2 2

0 0

2

1 2
2 2

3 3

  

  

b ψ ،zˆdsو براي  d d a= −ρ ϕ ρ
�

  ، در نتيجه
  

b z cos d d z

d cos d

π

ρ= ϕ=

π

ψ = ρ ϕ ρ ϕ ρ = −

π= ρ ρ ϕ ϕ =

∫ ∫

∫ ∫

1 2

2

0 0

1 2

2 2

0 0

2

2
2

3

  

  در نتيجه

Q
π π π= ψ = + + =2 2 4

0

3 3 3

  

  
cاي   دو بــار نقطــه):5-2(مثــال  , cμ − μ5   و ) 2، -1، 3(هــاي   بــه ترتيــب در مكــان4

) 1، 0، 1(با فرض پتانسيل صفر در بينهايت، پتانسيل در نقطـه     . اند  واقع شده ) 0،  4،  -2(
  .را پيدا كنيد

Q                    :جواب        c , Q c= μ = − μ
2 1

5 4  
  

( ) Q Q
V r c

r r r r
= + +

πε − πε −
1 2

1 2
4 4

�

� �

�

� � � ��  

  

)اگر  )V ∞ c باشد، 0= =0
�

،  
  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

r r , , , , , ,

r r , , , , , ,

− = − − = − − =

− = − − = − =

10 1 2 1 3 1 1 2 6
1

10 1 0 4 2 1 4 3 26
2

� ��

� ��

  

  در نتيجه
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31     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

( )

( )/ / /

V , ,

kV

−

−
⎡ ⎤−= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦π ×

π

= × − + = −

6

9

3

10 4 5
1 0 1

6 2610
4

36

9 10 1 633 0 9806 5 872

  

  

V پتانسيل ):6-2(مثال  sin cos
r

= θ ϕ
2

  . داده شده است10

D چگالي شار الكتريكي )الف
��

π، 0( را در 
2

  .پيدا كنيد) 2، 

   بـه نقطـه  A)1 ،30° ،120°( از نقطـه  cμ10 كار انجام شـده در حركـت يـك بـار     )ب
)°60 ،°90، 4(Bرا حساب كنيد .  

D                       )الف: جواب        E= ε
�

�� ��

  

  اما

r

r

V V V
ˆ ˆ ˆE V a a a

r r r sin

ˆ ˆ ˆsin cos a cos cos a sin a
r r r

θ ϕ

θ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂= −∇ = − + +⎢ ⎥∂ ∂θ θ ∂ϕ⎣ ⎦

= θ ϕ − θ ϕ + ϕ
3 3 3

1 1

20 10 10

�� ��

  

  

π، 0(در نقطه 
2

 ،2(A،   
  

r

/ r / r

ˆ ˆ ˆD E r , , a a a

c Pc
ˆ ˆa a

m m

θ ϕ
π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ε = θ = ϕ = = ε − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ε =
2 2

20
2 0 0 0

2 8

2 5 22 1

� �

�

�� ��

  

  

Eآورد، يا از  دست توان به  كار انجام شده را به دو روش مي)ب
��

  .V و يا از 

Eاستفاده از (روش اول 
��

(  

  

W Q E .dl= − ∫
�� �

W يا 
E .dl

Q
− = ∫

�� �
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از ايـن رو    . گيري اهميتـي نـدارد      رواستاتيك پايستار است، مسير انتگرال    چون ميدان الكت  
 برابـر اسـت بـا    B)4 ،90° ،60°( بـه  A)1 ،30° ،120°( از Qكار انجام شـده در حركـت   

   كهB  به′B  ، و از′B  به′A ، به اضافه ′A  بهA از Qحركت 
  

)°60، °90، 4( B                                )°120، °30، 1(A  
  

                ˆdl r sin d aϕ↑ = θ ϕ
�

                                 rˆdl dr a↓ =
�

  
  

)°60، °90، 4(B′       ˆdl r d aθ= θ
�

��������������

     )°120، °30، 1(′ A  
  

B ، بـار از      B بـه    A مـستقيماً از     Qيعني به جاي حركـت       B , A B ،A A′ ′ ′ ′→ → → 
ايـن  . شـود   د، در نتيجه در هر زمان فقط يـك متغيـر تغييـر داده مـي               شو  حركت داده مي  

  در نتيجه. كند تر مي موضوع محاسبه انتگرال خطي را خيلي ساده
  

( )

( )

AA A B B B
AA A B B B

, r ,
r

r ,

r

W
W W W E.dl

Q Q

sin cos cos cos
dr rd

r r

sin
rsin d

r

sin
r

′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′

θ= ϕ= =θ ϕ=
= θ=

= θ=
ϕ=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = − + + = + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ ϕ − θ ϕ= + θ

ϕ+ θ ϕ

−⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

4 90

30 120 1203 3

1 30

60

4 903

120

4

1
2

1

20 10

10

11 1 1 10
20

2 2 16 22

�

� �

�

�

�

�� �

( ) cos
⎡ ⎤θ + − ϕ⎢ ⎥
⎣ ⎦

60 60

30 120

10
1

16

� �

� �

  

  

/
W

W Q J
Q

−− = + − ⇒ = = μ75 5 10 45
28 125

32 32 16 16
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33     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

  )Vاستفاده از (روش دوم 

  . معلوم است، اين روش خيلي آسان استVچون 

( )
B

AB B A
A

/

W Q E.dl QV Q V V

sin cos sin cos

J

−

−

= − = = −

⎛ ⎞= − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞= − × = μ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

6

6

10 10
10 90 60 30 120 10

16 1

10 5
10 10 28 125

32 2

� � � �

�� �

  

  

ــال  ــه ):7-2(مث ــار نقط ــه ب ــاط  nc3 و nc1- ،nc4اي   س ــب در نق ــه ترتي   ، )0، 0، 0( ب

  .آوريد دست اند، انرژي دستگاه را به واقع شده) 1، 0، 0(و ) 0، 0، 1(
W                                                           : جواب        W W W= + +

1 2 3
  

  

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/

Q V Q V V

Q Q Q Q
Q

, , , , , , , , , , , ,

Q Q
Q Q Q Q

nJ nJ−

= + + +

⎡ ⎤
= × + +⎢ ⎥

πεπε − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟πε ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + × = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠π× ε

π

2 21 3 31 32

1 1 1 2

2

2 3

1 2 1 3

18

9

0

44 00 1 000 100 000 100 00 1

1

4 2

1 12 12
4 3 10 9 7 13 37

2 210
4

36

��

�

�

  

  
  يا به صورت ديگر
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

E k k
k

/

W Q V Q V Q V Q V

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q

Q Q
Q Q Q Q nJ nJ

=
= = + +

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥π ε π ε π ε π ε⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥π ε π ε
⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ε ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
3

1 1 2 2 3 3

1

1 2 3 2 1 3

3 1 2

2 1

1 2 1 3

1 1

2 2

2 4 1 4 1 2 4 1 4 2

2 4 1 4 2

1 12
9 7 13 37

4 2 2

� � �
�

�
�

�

  

  

  الاتؤ پاسخ س2-3

1-                                            L /Q dl x dx mc= ρ = =∫ ∫
5

0

2 0 5  

  

s /
z

v /

Q ds z d dz c

Q dv r sin d d dr c
r sin

π

= ϕ=

= ρ = ρ ρ ϕ = μ

= ρ = θ θ ϕ =
θ

∫ ∫ ∫

∫ ∫∫∫

4 2

2

0 0

2

1 206

10
157 91

  

  

2-                         s

s

ds
V , ds d d , r h

r

ρ
= = ρ ϕ ρ = ρ +

πε∫
2 2

4
�

  
  

( )

( ) ( )
a

/ /

d d
d

V d
h h

a h
ln

h

π

ρ=

ρ ϕ ρ
ρρ= = ϕ

πε περ + ρ +

+ ρ +
=

ε

∫∫ ∫ ∫
2

1 2 1 2
2 2 2 2

0 0

2 2

1

1 1

4 4

1

2

� �

�
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35     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

   داريم1-2با توجه به شكل )  الف-3
  

L
R

dlR
D

R

ρ=
π∫ 3

4

��

����

  

( )
( )

z

zL
R /

ˆ ˆR a a h a

ˆ ˆa d aa h a
D

a h

ρ

π
ρ

ϕ=

= − +

ϕ − +ρ=
π +
∫
2

3 2
2 2

0

4

��

����  

  

  كند،  تغيير ميρبه دليل تقارن، مؤلفه 
  

( )

( ) ( )
L z L z

R / /

ˆh a ˆah a
D

a h a h

ρ π ρ= =
π + +

3 2 3 2
2 2 2 2

2

4 2

����

  

  

2=a ، 3=h و L
c

m

μρ =   شود   تبديل ميxâ به zâ قرار دارد، x=0، و چون حلقه در 5
  

( )( )
( )R x / x/

c
ˆ ˆD a a

m

μ= =
+ 3 2 2

2 6 5

0 64

2 4 9

����

  

  
Dاندازه ) ب

��

  اي برابر است با  براي دوبار نقطه
  

( )
Q /

Q
D =

π 3 2

6

4 18

����

  

  بنابراين

( )

R Q

/ //

D D D

Q
Q c−

= + =

× + = ⇒ = − μ
π

6

3 2

0

6
0 64 10 0 102 4

4 18

�� ���� ����

  

  

4-         
( )

( )
k k

/ x / y

k

Q r r nc
ˆ ˆD a a

mr r

−
= = − −

π −
∑

3 2
16 36 49 08

4

� ���

��

� ���
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v                   دكارتيدر مختصات  )الف -5
c

D.D y
m

ρ = =
3

8

�� ��

   
  

v            در مختصات استوانه                 ) ب    
c

z
m

ρ =
3

4    
  

vρ               در مختصات كروي                 )      ج =0   
  
D           )الف -6 E= ε

�

�� ��

   
  

v                                        )ب .Dρ = ∇
�� ��

  
  

7-          W D.Edv D dv= =
ε∫ ∫

21 1

2 2
�

�� �� ��

  

  

v

F eE

e e

RR

r R

=

ρ = =
ππ

ρ < <⎧⎪ρ = ⎨
⎪⎩

3
3

3

4
4

3

0

0

�

�

  

  

( )v r

r

e
D.ds Q dv r D r

R

er e r
E F eE

R R

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ρ = π = π⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠π⎝ ⎠

= ⇒ = =
πε πε

∫ ∫
3 2

3

2

3 3

3 4
4

34

3

12 4
� �

�� �

�

  

  

vQ با استفاده از رابطه -9 dv D.ds= ρ =∫ ∫
�� �

  ، داريم
  

 هر جاي ديگر

 �� 

www.konkur.in

forum.konkur.in



  

 

37     ستاتيك در خلاءاالكتروهاي  ميدان

              

( )

( )

( )

L

z

L

L

Q d d dz L

Q D.ds D

L D D

π

ϕ= ρ= =

= ρ ϕ ρ = π < ρ <

= = πρ

= π = πρ ⇒ =
ρ

∫ ∫ ∫

∫

2 2

0 1 0

12 56 1 2

2

28
56 2

�� �

  

  
  .گيريم  مسير را به شكل زير در نظر مي-10

  

( ) ( )

( ) ( )

P , , R , ,

P , , R , ,

W
E.dl W Q J

Q

↓ ↑
− −

′ ′− → − −

− = ⇒ = =∫

1 2 4 3 5 6

3 2 4 3 5 4

210 1050

�� �

  

  

11-                      ( )AB B AW qV q V V J= = − = − μ16  
  

12-  

r

r

a
â r a

r
E

r
â r a

a

⎧ ρ >⎪
ε⎪

= ⎨
⎪ ρ <⎪

ε⎩

3

2

2

4

4

�

�

�

�

��

  

  

r
c r a

r
V E.dl Edr

a
c r a

r

⎧ −ρ + >⎪
ε⎪

= − = − = ⎨
⎪ρ + <⎪

ε⎩

∫ ∫

3

1
2

3

2

4

4

�

�

�� �

  

  

)اما  )V ∞ c=0 ، در نتيجه 0=
2

.  

  

 براي
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( ) a a
V r a c c c

c

ρ −ρ ρ= = = + ⇒ = +
ε ε

2 2

1 1 1
4 12 3

� � �

� � �

  

  
  در نتيجه

( ) a a
V r a c c c

c

r a
r a

a
V

r a
r

ρ −ρ ρ= = = + ⇒ = +
ε ε

⎧−ρ ρ+ >⎪
ε ε⎪= ⎨

ρ⎪ <⎪ ε⎩

2 2

1 1 1

3 2

4 12 3

12 3

4

� � �

� � �

� �

� �

�

�

  

  
  .بل اثبات است قا-13
  

  ) الف-14

( )v
a

Q dv a r r sin d d dr r a
π= ρ = ρ − θ θ ϕ = ρ <∫ ∫∫∫

5

2 2 2 8

15
� �

  ا

  

   طرف ديگر،از

( )
( )

r

r r

Q D.ds E r

aa
E r E

r

= = ε π

ρπε π = ρ ⇒ =
ε

∫
2

55

2

2

4

28
4

15 15

�

�

� �

�

�� �

  

  

a a
V E.dl r dr c

r
−ρ ρ= = − = +

ε ε∫ ∫
5 5

2

1

2 2

15 15

� �

� �

�� �

  

  

( )V r , c

a
V

r

→ ∞ = =

ρ=
ε

1

5

0 0

2

15

�

�

  

  

 چون
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r)                      ب
Q

E , V E.dr
r

= = −
πε ∫2
4

�

��

  

  

a)                                    ج
Q

π ρ=
5

8

15

�  

  

15-                                     ˆP R z= π σ34

3
�

��

  

  

16-                                      
v

P r dv′ ′= ρ∫
�� ��

  

  

P.r
V , P r Qd sin sin

r
= − = θ ϕ

πε
−

2
4

17

�

�� �

�� �

  

  

Qd sin sin
V

r

E V

θ ϕ=
π ε

= −∇

4
�

�� ��

  

  

18-                    Q Qscos Qs cos
, ,

r r r

⎛ ⎞θ θ −⎜ ⎟
⎜ ⎟πε πε πε ⎝ ⎠

2 2

2 2

3 1

4 2 24 4�
� �

  

  

19-                           W D.Edv E dv= = ε∫ ∫
21 1

2 2
�

�� �� ��

  
  

( )

r

a

Q
ˆE a

r

Q Q
W dr

ar

=
πε

π
= =

πεπ ε ∫

2

2 2

2 2

0

4

4 1

832

�

�
�

��

  

  

20-                            /W E dv nJ= ε =∫
21

0 7111

2
�

��

  

 كل
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  سومفصل راهنماي حل مسائل 
  
  

  هاي الكتريكي در مواد ميدان
  
  

   خلاصه مطالب3-1

) رساناها    عنوان  بهتوان     مواد را مي   -1 )r ,ε = σ1 )هـا    الكتريـك    و دي  �1 )r ,ε ≥ σ1 1� 
ثابـت   rε رسـانندگي و     σ كه دي كرد، بن   آنها طبق  rε و   σبرحسب خواص الكتريكي    

  .الكتريك يا گذردهي نسبي است دي
  
  الكتريكي عبارت است از چگالي جريان الكتريكي از يك سطح، يعني   جريان -2
  

I J. S= Δ∫
� �

  
  
   مقاومت يك رسانا با سطح مقطع يكنواخت برابر با-3
  

l
R

S
=

σ
  

  
 اثر ماكروسكوپي قطبش بر روي يك حجم معين يك ماده الكتريك عبارت است از               -4

پوشاندن سطح آن با بار مقيد       
sb

s

Q p dsρ=  و گذاردن بـار مقيـد   �∫
vb

v

Q p dvρ=  در �∫

  طوري كه   داخل آن، به
  

vp ps nˆ. P , P . aρ = −∇ ρ =
�� �� ��
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Dهاي   ريك، ميدان الكت   در يك ماده دي    -5
��

E و   
��

D از طريق رابطه      E= ε
�� ��

 با يكـديگر    
rεمتناسب هستند، كه  = ε ε

�
  . گذردهي محيط است

  
، حساسيت ماده را بـه يـك        )rε - 1يا   (eχالكتريك،     پذيرفتاري الكتريكي يك دي    -6

  .گيرد ميدان الكتريكي اندازه مي
  
Dالكتريك خطي است اگر        يك ماده دي   -7 E= ε

�� ��

E مستقل از    ε برقرار باشد، يعني     
��

 
 يك اسـكالر    ε، و همسانگرد است اگر       مستقل از مكان باشد    εباشد؛ همگن است اگر     

  .باشد
  
 معادله پيوستگي زيـر     طبق اصل پايستگي بار كه اساس قانون جريان كيرشهف است           -8

  .شود بيان مي

v. J
t

∂ρ
∇ + =

∂
0

�� �

  

  

rT زمان واهلش    -9
ε=
σ

ار بـار    يك ماده عبارت است از زمان لازم براي اين كـه مقـد             

  . كاهش يابدε-1  ≅ %37قرار داده شده در داخل آن با ضريب 
  

 شرايط مرزي بايد براي يك ميدان الكتريكي در دو محيط متفاوت جدا شده توسط               -10
  الكتريك  دي–الكتريك  براي يك فصل مشترك دي. يك فصل مشترك برقرار باشند

  

t tE E=
1 2

  
  

                  0=ps    اگر          n nD D=
1 2

n      يا       n sD D− = ρ
1 2

  
  

E = 0چون در داخل رسانا 
��

  . است
  

P  گشتاور دوقطبي يك اتم قطبيده برابر است بـا         -11 Ze a=
�

a بـار هـسته و       Ze، كـه    �
� 

  .جايي مركز توزيع بار الكتروني از بار هسته است جابه
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43هاي الكتريكي در مواد      ميدان  

P قطبش   -12
��

الكتريـك اسـت توسـط         كه بيانگر گشتاور دوقطبي بر واحـد حجـم دي          
Pرابطه   N= ρ

�� �

ρ تعداد اتم بر واحد حجم و        Nشود كه      تعريف مي  
�

 گشتاور دوقطبي   
  .م استيك ات

  
   رابطه بين گشتاور دوقطبي يك مولكول منفرد با ميدان موضعي برابر است با -13

P E=α ε
�

�� ��

  
  

  .پذيري مولكولي نام دارد  قطبشαكه ثابت 
  

  الكتريك قطبي گازي برابر است با   پذيرفتاري الكتريكي يك دي-14
  

e N
k T

⎛ ⎞ρχ = α +⎜ ⎟
⎜ ⎟ε⎝ ⎠

2

3
�

  

  
  الكتريك مايع تقريباً برابر است با  پذيرفتاري الكتريكي يك دي-15

  

e
N

N

αχ ≅
− α
3

3

  
  

  . موساتي معروف است–وسيوس كه به معادله كلا
  

  هاي حل شده  مثال3-2

) اگر :)1-3(مثال  )rˆ ˆJ cos a sin a
r

θ= θ + θ
3

1
2

�

Aبرحسب  (

m2
، حساب كنيد جريان )

  عبوري از يك
  .cm20كروي به شعاع  ك لايه نيمي) الف
  .cm10يك لايه كروي به شعاع ) ب

I: جواب        J.ds= ∫
� �

rˆds كه  r sin d d a= θ θ ϕ2
�

  .باشد  در اين حالت مي

 

 موضعي
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)       الف

( )

/

/

/

r

/

r /
/

I cos r sin d d
r

sin
sin d sin A

r

π π

=
θ= ϕ=

ππ

=
θ=

= θ θ θ ϕ

π θ= π θ θ = = π =

∫ ∫

∫
0

2 2

2

0 2
3

0 0

2 2

2
0 2

0

1
2

2 4
2 10 31 4

0 2 2

  

  
≥در اين حالت ) ب θ ≤ π0 1/0 و = r .در نتيجه  
  

/

sin
I ππ θ= =

2

0

4
0

0 1 2

  

  يا

I J.ds . J dv= = ∇ =∫ ∫ 0

� � �� �

�
  

.چون  J∇ =0
�� �

.  
  

s و رسانندگي mm1 سيمي به قطر ):2-3(مثال 

m
 الكترون بر 1029 داراي 5 × 107 

mمترمكعب است وقتي كه يك ميدان الكتريكي  V

m
اعمال ) ولت بر متر ميلي (10

  عيين كنيدشود، ت مي
  هاي آزاد چگالي بار الكترون) الف
  چگالي جريان) ب
  جريان در سيم) ج
  .ها سرعت سوق الكترون) د

  ).هاي همرفت و هدايت يكي هستند در اين مثال خاص، جريان(: جواب       
  

))               الف )v / /
c

ne
m

−ρ = = − × = − ×29 19 10

3
10 1 6 10 1 6 10  

  

kA)                     ب
J E

m

−= σ = × × × =7 3

2
5 10 10 10 500 
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45هاي الكتريكي در مواد      ميدان  

/)             ج
d

I JS A−⎛ ⎞π π= = × = × × =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

5 6 55
5 10 10 10 0 393

4 4

  

  

/)                    د
v /

J m
u

s
−×= = = ×

ρ ×

5

5

10

5 10
3 125 10

1 6 10

  

  
 در Pc2اي  ، بار نقطهcm10به شعاع ) rε = 7/5(الكتريك   در يك كره دي):3-3(مثال 

  حساب كنيد. مركز آن قرار داده شده است
  . كرهچگالي سطحي بار قطبشي روي سطح) الف
  . واقع بر روي كره-Pc4نيروي وارد بر يك بار نقطه ) ب

  كار بردن قانون گاؤس با به) الف: جواب       
  

r
r

Q
ˆE a

r
=

πε ε 2
4

�

��

  

  

e
e r

r

Q
ˆP E a

r

χ
= χ ε =

πε 2
4

�

�� ��

  

  

( )
( )

r /
s r /

r /

Q pc
ˆP . a

r m

−

ρ −
ε − × ×

ρ = = = =
π ε π × ×

12

2 4 2

1 4 7 2 10
13 12

4 4 5 7 100 10

��

  

  
  با استفاده از قانون كولن) ب
  

r r / r
r

/

Q Q
ˆ ˆ ˆF a a a

r

−

−
−

− × ×= = = −
πε ε π× × × ×

π

24

1 2

2 9

4

4 2 10
1 263

4 10
4 5 7

36

100 10�

�

  

  
yاحيه  ن،  1-3 در شكل    ):4-3(مثال   y از يك رساناي كامل و ناحيه        0≥  يـك مـاده     0≤

rε = 2(الكتريك    دي
1

ncاگر بار سـطحي     . است) 

m2
E روي رسـانا باشـد،       2

��

Dو 
��

 را در   

  .ين كنيدي تعB)-4و 1و 5) (ب( و A) 3و -2و 2) (الف(نقاط 
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  .4-3مربوط به مثال . 1-3شكل 

  

 A  در y = -2 > 0باشـد چـون        در رسـانا مـي     A) 3و -2و 2(نقطه  ) الف: جواب       

  است در نتيجه 
E
��

=0=D
��

  
  

 است از ايـن  B  در = 1y<  0باشد چون  الكتريك مي  در ماده ديB )-4و1و5(نقطه )ب
  رو 

n s
nc

D
m

= ρ =
2

2  
  

y
nc

ˆD a
m

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠2

2

��

 

y y / y
r

D V
ˆ ˆ ˆE a a a

m
− π ⎛ ⎞= = × × × = π = ⎜ ⎟ε ε ⎝ ⎠

9 936
2 10 10 36 113 1

2
�

��

��

  

  

 الاتؤ پاسخ س3-3

1-                    ˆI J.ds , ds r sin d dr aθ= = θ ϕ∫
� � �

  

www.konkur.in

forum.konkur.in



47هاي الكتريكي در مواد      ميدان  

( ) ( )
r

/

r
I r sin d dr sin

A

π

θ=
= ϕ=

= − θ ϕ = π

= − π = −

∫ ∫
2 2 42

3 2 2

030

0 0

30 2

4

2 6 283

�

�

  

  

  .ها را در اين معادله قرار دهيم  كافي است زمان-2
  

tdQ
I e

dt
− −= = − × 4 3

3 10  

  

vVاز رابطه ) الف -3
ρ

∇ = −
ε

  .كنيم استفاده ميدكارتي  در مختصات 2
  

v               )   ب y yˆ ˆJ Ua , I J.ds , ds dx dza= ρ = =∫
� � � �

   
  

/                              ) الف -4
l

R m
s

= = Ω
σ

33 95   

  

/                   )                    ب
V

I A
R

= =265 1   

  
P/                     )             ج IV kW= = 2 386   

  

/                      ) الف -5
l

R
s

−ρ= ⇒ ρ = ×
σ

8
2 855 10   

  

/) آلومينيم(
S

m
σ = = ×

ρ
71

3 5 10  

  

/                    )                  ب
I A

J
s m

= =
2

5 66   

  يا

J E= σ   
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6-                           l d
R , s r , l N R

s
= = π = π = π

σ

2

2
2

4

  
  

/ / /d mm , D mm , R= = = Ω0 4 6 5 0 42  
  

7-                         ( )
l h

R m
s b a

= = = Ω
σ σπ −2 2

4  

  
8-                            en nQd ned dρ = ρ = = = χ ε2

�
  

e /
ned

E
χ = =

ε
2

0 000182

�

  

r e /ε = +χ =1 1 000182  
  

9-                                           

N N

i i i
i i

q d P

P
V V

= == =
∑ ∑
1 1  

/

x / x

e e /

r e /

n
P P

V
c

P P a a
m

P
P E

E

−

−

= = ×

= = ×

= χ ε ⇒ χ = =
ε

ε = +χ =

8

18

2

3 6 10

3 6 10

0 0407

1 1 0407

�

�

  

  

z                     ) الف -10 z
dV

ˆ ˆE V a za
dz

= −∇ = − =600
�� ��

   

r vD E , .= ε ε ρ = ∇ ∇
�

�� �� �� ��

  
  

       )        ب
v

e
e r e r P

r

D
, P E , .P

χ
χ = ε − = χ ε = ρ = −∇

ε
1

��

�� �� �� ��

   
  

v

s

P

P n

.P

ˆP.a sin y

ρ = −∇ =

ρ = = α

0

5

�� ��

��
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  با اعمال قانون كولن ) الف -12

v

r

r
r

e
e r e r P

r

D Q
b r a

r
E

D Q
a r b

r

D
, P E , .P

⎧ = < <⎪ ε πε⎪= ⎨
⎪ = < <
⎪ ε πε⎩

χ
χ = ε − = χ ε = ρ = −∇

ε

2

2

4

4

1

�
�

��

�� �� �� ��

  

  

13-                       
r

Q Q Q Q
F , F

r r
= =

πε πε ε
1 2 1 2

1 2
2 2

4 4
� �

  

/   پلي استرين
r /

F

F
=ε = =1

2

4 5
2 25

2

  

  

14-                              sQ r , r cm= π ρ =2
4 10

� �
  

( )

( )

( )

n n

r

/

s
r / r

r x y z

/ x / y / z

Q
Q D.ds D r D E

r

Q
E a

r

r x y z cm

r V
E a a

mr

ˆ ˆ ˆa a a a

V
ˆ ˆ ˆE a a a

m

= = π ⇒ = = ε
π

=
πε

⎡ ⎤= + + =
⎢ ⎥⎣ ⎦

π ρ
= =

πε

= − + +

= − + +

∫
2

2

2

1 2
2 2 2

2

2

4

4

4

13

4

107 1

4

1
3 4 12

13

24 72 32 95 98 86

�

�� �

���

��

  

  

15-                  r r
Q Q

ˆ ˆD a E a , r a
r r

= ⇒ = ρ = < <
π πε2 2

0 0

4 4
�

�� ��

 براي  
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r r
r

r
e r

r

r r

Q Q
ˆ ˆD a E a a r b

r r

Q
ˆP E a

r

Q Q
ˆ ˆD a E a , r b

r r

= ⇒ = < <
π πεε

ε −= χ ε =
ε π

= ⇒ = ρ = >
π πε

2 2

2

2 2

4 4

1

4

0

4 4

�

�

�� ��

�� ��

�� ��

  

  در نتيجه

r

r
r

r

r
r

r

Q
ˆD a r

r

Q
â a r b

r
E

Q
â

r

Q
â a r b

rP

= >
πε

⎧ < <⎪ πεε⎪= ⎨
⎪
⎪ πε⎩

ε −⎧ < <⎪ ε π= ⎨
⎪
⎩

2

2

2

2

0

4

4

4

1

4

0

�

��

��

��

  

  

16-   

v

r a

r a

ρ < <⎧⎪ρ = ⎨
>⎪⎩

0

0

�  

  

)             ،r < a براي )r r
rr

E r E
ρπε π = ρ ⇒ =

ε

3

2 4
4

3 3

�

�
  

r
V E.dl C

ρ= − = − +
ε∫
2

1 1
6

�

�� �

  
  

)             r > aبراي  )r r
aa

E r E
r

ρπε π = ρ ⇒ =
ε

33

2

2

4
4

3 3

�

� �

�

  

a
V E.dl C

r

ρ= − = +
ε∫

3

2 2
3

�

�

�� �

  

 هر جاي ديگر

 هر جاي ديگر

 براي

 براي

 براي
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  با اعمال شرايط مرزي

( )

( )

r
r

r , V , C

a
r a V V C

a
V r a

→ ∞ = =⎧
⎪
⎨ ρ= ⇒ = ⇒ = ε +⎪

ε ε⎩

ρ= =
ε

2 2

2

1 2 1

2

2

0 0

2 1

6

3

�

�

�

�

  

  

v چون -17

t

∂ρ
=

∂
.، بايد 0 J∇ =0

�� �

   باشد

. )الف J∇ =0
�� �

  .   امكان پذير است   
.) ب J∇ ≠0

�� �

  .                           امكان پذير نيست 
.) ج J∇ ≠0

�� �

  .                          امكان پذير نيست
.) د J∇ =0

�� �

  .                             امكان پذير است
  

  ) الف-18

xx

y y

z z

/ x / y / z

DD

D D

D D

nc
ˆ ˆ ˆD a a a

m

⎧ = ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪= ε ⇒ = ε⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎨

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ = ε⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩

= + +
2

504 1 1 10

1 4 1 10 50

1 1 4 0 20

0 442 0 442 0 1768

�

� �

�

��

  

  )ب

xx

y y

z z

/ x / y / z

DD

D D

D D

nc
ˆ ˆ ˆD a a a

m

⎧ = ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪= ε ⇒ = ε⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎨

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪
−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ = ε⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩

= + +
2

304 1 1 10

1 4 1 20 60

1 1 4 30 29

0 2653 0 5305 0 7958

�

� �

�

��

  

  

19-                       r rt / T t / TQ Q e Q Q e− −= ⇒ = ⇒
1

3
� � �
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( )

r /

r /

r r
r r /

/t / T
/

t
T s

ln

T
T

Q
e e

Q
−−

= = μ

ε ε σ= ⇒ ε = =
σ ε

= = =

1

30 18 2

18 2

3

20 58

0 19233

�

�

�

  

  

20-                                             r /T s
ε= = μ
σ

4 42  

r

v /

t / T
v v /

Q c

V m

c
e

m

−

ρ = =

ρ = ρ =

3

3

0 2984

0 1898

�

�

  

  
21-                     t t x y n zˆ ˆ ˆE E a a , E a= = − + =

2 1 1
30 50 70

���� ����

  
  

n n n n

n n / z

x y / z

D D E E

ˆE E a

ˆ ˆ ˆE a a a

= ⇒ ε = ε

ε= =
ε

= − + +

2 1 2 2 1 1

1

2 1

2

2

43 75

30 50 43 75

���� ����

���

  

  

( ) ( ) ( )

r / x / y / z

e / x / y / z

z n n //

n /

ˆ ˆ ˆD E a a a

ˆ ˆ ˆP E a a a

ˆE .a E cos cos

= ε ε = − + +

= ε χ = + +

= θ ⇒ θ = =
⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

θ =

2 2

2 2 2

1 1
1 2

2 2 2

1061 1 768 1 547

0 7958 1 326 1 161

70
0 7683

30 50 70

39 79
�

�

�

��� ���

��� ���

���  

  
22-            e / x / y / zˆ ˆ ˆP E a a a= ε χ = − +

1 1 1
0 1768 0 1061 0 2122

�

�� ���
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n x t t x z

n n n n

n n y

x y z

t
/ /

n

E

E /

E /

ˆ ˆ ˆE a , E E a a

D D E E

ˆE E a

ˆ ˆ ˆE a a a

E
tan

E

D.E E

nJ
E

m

nJ
E

m

= − = = +

= ⇒ ε = ε

ε= = −
ε

= − +

θ = = ⇒ θ =

ω = = ε

ω = ε =

ω = ε =

1

2

1 2 1

2 1 2 2 1 1

1

2 1

2

2

2

2 2

2

2

2

1 1
3

2

2 2
3

6 10 12

4

10 4 12

3 905 75 64

1 1

2 2

1
0 2219

2

1
0 3208

2

�

���� ���� ����

���

�� ��

  

  
23-                  e / / / zˆ ˆ ˆP E a a aρ ϕ= ε χ = + −

1 1 1
26 5 66 31 53 05

�

�� ���

  

                            /
Pv .Pρ = −∇ = −

ρ1
1

26 53�� ��

  

                              t t zˆ ˆE E a aϕ= = −
2 1

5 4

���� ����

  
  

n n n n

z

/ / / z

D D E E

ˆ ˆ ˆE a a a

ˆ ˆ ˆD E a a a

ρ ϕ

ρ ϕ

ε= ⇒ = =
ε

= + −

= ε ε = + −

1

2 1 2 1

2

2

2 1 1

5

5 5 4

110 5 110 5 88 42

���

��� ��

  

  

  )   الف-24
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n

t t t

n n n n n n

n n /

n n

E

E E E

D D D E E E

E E ,

E E ,

=

= = =

= = ⇒ ε = ε = ε

ε= = θ =
ε

ε= = θ =
ε

1

1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1

2 1 2

2

1

3 1 3

3

2000

0

705 9 0

6000 0

�

�

  

  ) ب
                                          

                                                               

                                                                       
2

θ  
                                                                                        �

75
1

=θ  
  

  

n /

t t

n /

n n /

n n /

/
t

n t / /
n

E cos

E sin E

E

E E

E E

E
E E E , tan

E
−

= =

= =

= =

ε= =
ε

ε= =
ε

⎡ ⎤= + = θ = =
⎣ ⎦

1

1 2

3

1

2 1

2

1

3 1

3

1 2
2 2 1 2

2 2 2 2

2

2000 75 517 63

2000 75

1931 85

182 7

1552 89

1940 5 84 6

�

�

�

  

  

/
t

n t / /
n

E
E E E , tan

E
−⎡ ⎤= + = θ = =

⎣ ⎦

1 2
2 2 1 3

3 3 3 3

3

2478 6 51 2
�  

  

              )            الف-25
n s

/

Q
D

a

nc
D

m

= ρ = =
ππ

=

2

2

1200

4

381 97

��

  

  

  

       شيشه         روغن                             هوا       شيشه      

     3        2                                            2           1     
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  :با استفاده از قانون گاؤس) ب

( )r r

/
r r

/
a

Q
D r Q D

r

Q
ˆ ˆD a a

r r

Q
W D dV r sin d d dr

r

Q dr Q
J

ar

∞

π = ⇒ =
π

= =
π

= = θ θ ϕ
ε ε π

= π = = μ
πεε π

∫ ∫∫∫

∫

2

2

2 2

2
2 2

2 4

2 2

2 2

4

4

0 955

4

1 1

2 2 16

4 12 96

832

�
�

�
�

��

  

  

26-                                    /
E

E
≈ 6 6  

  

 موسـاتي بـراي يـك سـيال قطبـي ماننـد آب درسـت                -توجه كنيد كه رابطه كلاسيوس    
هاي مجاور هم بـا يكـديگر بـرهمكنش          بي مولكول در آب، گشتاورهاي دوقط   . باشد  نمي

  .كند قوي دارند كه حدس نظري ميدان موضعي متوسط را بسيار مشكل مي
  

 نيروي بين دو دوقطبي به صورت        -27
r4
انـرژي پتانـسيل دو دوقطبـي       . كند   تغيير مي  1

  . است-eV 14/0برابر 

  

 موضعي 
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  چهارمفصل راهنماي حل مسائل 
  
  

  ستاتيكاحل مسائل الكترو
  
  

  خلاصه مطالب 4-1

اي مشخص شده  مسائل مقدار مرزي آنهايي هستند كه پتانسيل در مرزهاي ناحيه -1
توان با استفاده از  اين مسائل را مي. آورد دست است و بايد پتانسيل را در داخل ناحيه به

vρمعادله پواسون اگر    . باشد، حل كرد0=
  

.v در يك ناحيه ناهمگن، معادله پواسون عبارت است از -2 V∇ ε∇ = −ρ
�� ��

 براي يك 
 مستقل از متغيرهاي فضايي است و معادله پواسون تبديل به εناحيه همگن، 

vV
ρ

∇ = −
ε

2

�

)حيه بار آزاد در يك نا. شود  مي )vρ ، معادله پواسون، تبديل به 0=

∇V معادله لاپلاس =2
  .شود  مي0

  

توان با دو بار  ل حاصل از معادله پواسون يا معادله لاپلاس را ميي معادله ديفرانس-3
با روش جداسازي  بستگي به يك متغير داشته باشد، يا Vگيري حل كرد اگر  انتگرال

 تابعي از بيش از يك متغير باشد، سپس با اعمال شرايط مرزي Vمتغيرها حل نمود اگر 
  .آيد مي دست مشخص شده جواب يكتايي به

  
 در معادله پواسون يا لاپلاس و شرايط مرزي V طبق قضيه يكتايي، اگر پتانسيل -4

 است، چرا كه فرض  تنها جواب ممكن براي آن مسأله خاصVتعيين شده صدق كند، 
  .شده است فقط و تنها يك جواب وجود داشته باشد
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 يك  عنوان بهتوان   يك خازن را ميC يك جسم يا ظرفيت R مسأله يافتن مقاومت -5
بين  Vο، ابتدا يك اختلاف پتانسيل Rبراي تعيين . مسأله مقدار مرزي در نظر گرفت

Iكنيم، بعد  ميهاي جسم فرض كرده و معادله لاپلاس را حل  پايانه E .ds= σ∫
�� �

 را 

Vحل كرده و 
R

I
= ، ابتدا اختلاف Cبراي تعيين ظرفيت طور،  همان. كنيم  را حل مي�

Vپتانسيل 
�

كنيم، سپس  هاي خازن فرض كرده و معادله لاپلاس را حل مي  را بين پايانه

B E .ds= ε∫
�� �

Q را حل كرده و 
C

V
=

�

  .كنيم  را پيدا مي

  

توان به كمك   يك مسأله مقدار مرزي را كه در برگيرنده سطوح رسانايي باشد مي-6
اساس كار اين روش به اين ترتيب است كه پيكربندي بار . روش تصويري نيز حل نمود

پتانسيل جايگزين  ، تصوير آن و يك سطح همتوان با خود بار و صفحه رسانا را مي
هاي  شود كه با روش نمود، يعني مسأله اوليه توسط يك مسأله تصويري جايگزين مي

  .شوند  حل مي6-4بخش 
  

  هاي حل شده  مثال4-2

πφ صفحات رساناي ):1-4(مثال  = φ =0
6

 توسط لايه عايق بسيار كوچكي مطابق ,

)اگر . اند  شده از هم جدا1-4شكل  )V V , V
π⎛ ⎞φ = = φ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
100 0 0

6

E وV باشد، 
��

را  

  .در ناحيه بين صفحات حساب كنيد

اي برابر  دارد، معادله لاپلاس در مختصات استوانه φ بستگي به Vچون : جواب       

  است با
  

V
V

∂∇ = =
ρ ∂ ϕ

2

2

2 2

1
0  

  

ρچون    ρ2شود، با ضرب طرفين رابطه فوق در   به خاطر لايه عايق صرفنظر مي0=
  

d V
V A B= ⇒ = ϕ +

∂ ϕ

2

2
0  
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  . ناشي از صفحات رساناV(ϕ)پتانسيل . 1-4كل ش

  
  .كنيم  را تعيين ميB , Aهاي  با اعمال شرايط مرزي، ثابت

Vوقتي  ,= φ =0    است،0
0=  B ⇒ B + 0 = 0  

  

Vوقتي  V ,= φ = φ
� �

   
  

V
V A A= φ ⇒ =

φ
�

� �

�

  

  

Eميدان 
��

  برابر است با  
  

VV
ˆ ˆE V a aϕ ϕ

∂= −∇ = − = −
ρ ∂ϕ ρϕ
1

�

�

�� ��

  

  

,با قرار دادن  V
πφ = =100
6

� �
  .، داريم

  

ˆV , E aϕ= φ = −
π πρ
600 600��

  

  

  .توان اين گونه امتحان كرد آمده را مي دست جواب به

 گاف
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( )V , V , V
π⎛ ⎞∇ = ϕ = = = ϕ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
0 0 0 100

600

  

  

اگـر  .  اسـت  σمحور در برگيرنده ماده عايقي بـا رسـانندگي             يك كابل هم   ):2-4(مثال  

ر واحد  باشد، نشان دهيد كه رسانايي سيم بb , aشعاع سيم مركزي و روكش به ترتيب 
  ):51-4نگاه كنيد به معادله (طول برابر است با 

  

G
b

ln
a

πσ=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2  

  

اگـر  .  در كتاب در نظر بگيريد8-4محوري را مطابق شكل   از كابل هم Lطول  :        جواب

V
�

)طوري كـه      اختلاف پتانسيل بين رساناهاي داخلي و خارجي باشد به          )V aρ = =  و  0

( )V b Vρ = =
�

 ،V و E
��

ــسمت   را مــي ــد ق ــوان همانن ــف(ت ــال ) ال ــابدر  5-4(مث ) كت
  در نتيجه. آورد دست به
  

L

z

V
ˆ ˆJ E a , ds d dza

b
ln

a

V LV
I J .ds dzd

b b
ln ln

a a

ρ ρ

π

ϕ= =

− σ= σ = = −ρ ϕ
⎛ ⎞ρ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ π σ= = ρ ϕ =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
2

0 0

2

�

� �

� �� �

� �

  

  
  مقاومت بر واحد طول برابر است با

  

b
ln

V a
R

IL

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= =
πσ2

�  

  
  و رسانايي بر واحد طول عبارت است از
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G
bR

ln
a

πσ= =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2  

  

اگـر  .  است cm5/2 = b و   cm1 = aهاي   اي داراي شعاع     يك خازن استوانه   ):3-4(مثال  

)الكتريك ناهمگن بـا گـذردهي         فضاي بين صفحات با يك دي      )
r

+ ρ
ε =

ρ
10

 پـر شـده     

   است؟، ظرفيت بر واحد طول خازن چقدر) برحسب سانتيمتر استρ(باشد 

  ، به جـز آن كـه معادلـه          كتاب است  5-4بخش   )ب (قسمتفرايند همانند   : جواب       

  در اين حالت برابر است با) 4-43(
  

( )

a a

rb b

a a

b
b

Q Q d
V d

L L

Q d Q Q b
ln ln

L L L a

ρ= − ρ = −
πε ε ρ πε ⎛ ⎞+ ρρ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

− ρ +⎛ ⎞= − + ρ = ⎜ ⎟πε + ρ πε πε +⎝ ⎠

∫ ∫

∫

2 2 10

10
10

2 10 2 2 10

� �

� � �

  

  
  ظرفيت بر واحد طول برابر است با

  

/
/

/

Q PF
C

bV L m
ln ln

a

−πε= = = π× =
+ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

9
2 10 1

2 434 6

10 36 12 5

10 110

�  

  

  الاتؤپاسخ س 4-3

∇V.       كند           در معادله لاپلاس صدق مي) الف-1 =2

1
0   

∇V.       كند         در معادله لاپلاس صدق مي   )   ب    =2

2
0  

∇V.     كند              در معادله لاپلاس صدق نمي)    ج =2

3
4   

∇V.     كند پلاس صدق نمي        در معادله لا     )    د ≠2

4
0   
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2-                      V V
V n V n V

x y

∂ ∂∇ = + = − + =
∂ ∂

2 2

2 2 2

2 2
0  

  

3-                            V V A Z B∇ = ⇒ = +2
0  

  

     
Z , V B

V
Z d , V V A

d

= = ⇒ =⎧
⎪
⎨

= = ⇒ =⎪
⎩

0 0 0

�

�

    شرايط مرزي

  

  

V
V Z

d
= �  

  

z

r z

s n

V
ˆE V a

d

V
ˆD E a

d

D

= −∇ = −

= ε = −ε ε

ρ =

�

�

�

�� ��

�� ��

  

  
  . داردρط بستگي به  فقV چون -4

r

V

V ln
a

V
b

ln
a

V V
ˆ ˆE V a , D E a

b b
ln ln

a a

ρ ρ

∇ =

ρ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε ε= −∇ = − = ε = −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
0

�

� � �

�� �� �� ��

  

  

r
s n a,b

V
D

b
ln

a

ρ=
ε ερ = = ±

⎛ ⎞ρ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �  
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5-                                   A
V V B

r
∇ = ⇒ = − +2

0  
  

/r m V A B

r m V A B

= → = − ⇒ − + = −⎧⎪
⎨

= → = ⇒ − + =⎪⎩

0 5 50 2 50

1 50 50

    شرايط مرزي

  

  

r

V
r

ˆE V a
r

= − +

= −∇ = −
2

100
150

100�� ��

  

  
  براي يك خازن صفحه موازي)  الف-6
  

x
V

ˆE a
d

= − �

��

  
  

V s
C E dV dV

d dV V

ε= ε = ε =∫ ∫
2

2

2 2

1 1
�

� �

  

  
  اي براي خازن استوانه) ب

b

a

V
ˆE a

b
ln

a

V V d L
C d d dz

bV bb lnlnln aaa

ρ= −
⎛ ⎞ρ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε ρ πε= ρ ρ ϕ = =
ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ρ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∫∫∫ ∫
2

2 2 2

1 2

�

� �

�

��

  

  
  براي خازن كروي) ج

r
V

ˆE a

r
a b

= −
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 1 1

�

��
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b

a

V
C r sin d dr d

V
r

a b

dr

r
a ba b

ε= θ θ ϕ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε πε= π =
⎛ ⎞ −−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫∫

∫

2

2

2 2

4

2 2

1

1 1

4
4

1 1
1 1

�

�

  

  
  همانند حل شده در متن)  الف-7

           
( )

( )

n x
X x A sin

b

n y n y
Y y C cosh C sinh

b b

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2

  

  

( ) n a n a
Y a C cosh C sinh

b b

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2
0 0  

  

                                        n a
C C tanh

b

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
  

  

( )

n
n

n
n

b

n
a

n x n y n a n y
V a sin sinh tanh cosh

b b b b

n a n x
V x, y V a tanh sin

b b

V
nn a n y

na tanh V sin dy
b b b

n

∞

=

∞

=

⎡ ⎤π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ =π π ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ π− = = ⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪ =⎩

∑

∑

∫

1

1

0

4

2

0

�

�

�

  

  
  در نتيجه

 فرد
  

 زوج
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( )

n

n

n y n y
sinh cosh

V n x b b
V sin

n ab n
n tanh

b

n a yn y
sinh sinh

b bV
n a

nsinh
b

∞

∞

⎡ ⎤π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥π⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ππ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎝ ⎠
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤π −π⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎣ ⎦=
ππ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

4

4

�

�

  

  
 عـوض  y , xاين مورد همانند مثال حل شده در كتاب است با اين تفاوت كه جاي ) ب

  شده است، از اين رو
  

( )
n

n y n x
sin sinh

V a a
V x, y

n b
nsinh

a

∞
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

ππ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
4

�  

  
  . عوض شده استy , xاست با اين تفاوت كه جاي ) الف(د قسمت اين مورد همانن) ج

  

( )

( )

n

n a xn y
sin sinh

b bV
V x, y

n a
n sinh

b

∞
⎡ ⎤π −π⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎣ ⎦=
ππ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
4

�  

  

8-                                                  V
E , J Eϕ = = σ

πρ
2

�  
  

b t

a z

V V t b
I J.ds d dz ln

a

V
R

bI
t ln

a

ρ= =

σ σ ⎛ ⎞= = ρ = ⎜ ⎟π ρ π ⎝ ⎠

π= =
⎛ ⎞σ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
0

2 21

2

� �

�

� �

  

  

��� 

 

��� 

  

���  

  

��� 
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A  

d  

C
1

  

C
2

  

C
3

  

C1 

C2 

C3  

9-                                              ( ) ( )V r a , V r b V= = = =0
�

  
  

                                         V
E , J E

r
a b

ϕ = = σ
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1 1

�  

  

      

( )

( )

V V
I J.ds r sin d d cos

r
a b a b

V a bR
I cos

πα
α

θ= ϕ=

σ π σ= = θ θ ϕ = − θ
− −

−
= =

πσ − α

∫ ∫ ∫
2

2

0
2

0 0

21

1 1 1 1

1 1

2 1

� �

�

� �

  

  
10-  
  
  
  
  
  

  با توجه به شكل

( )

r

r
r

r
r

C C
C C

C C

A
A A A

C , C , C
d d d d

A
A AdC PF

A d d
d

= +
+

ε ε ε ε ε= = = =

ε ε
⎛ ⎞ε ε ε= + = + ≈⎜ ⎟ε +⎝ ⎠ε ε +

1 2

3

1 2

1 2 3

2

2

2

2

2

1
6

2 2 1
1

�

� � �

�

� �

�
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11-                                                               Ed W
F

d x
=  

           

( )

( ) ( )

E r

rE
r

W E dV E xad E ad x

V
E

d

V adW V
da F

dx dd

= ε = ε ε + ε −

=

ε ε −
= ε ε − ⇒ =

∫
2 2 2

22

2

1 1 1
1

2 2 2

11
1

2 2

� �

�

� ��

�

  

  

rSQ                             )الف -12
C PF

V d

ε ε= = = 619
�

�

   

  
x           )                     ب y zˆ ˆ ˆE V a a a= −∇ = − − −3 4 4

�� ��

   
  

             s s n

/
r r

kV
E

m

Q S E S , D E

E SQ d
V E S V

C S

=

= ρ = ε ρ = = ε

= = ε = =
ε ε ε

13

14 86

� �

� �

�

��

�� ��

��

��

  

  
  توان به صورت زير در نظر گرفت  شكل اين مسأله را مي-13

           

C C C C

C , C , C

c d b c a b

= + +

πε πε πε= = =
− − −

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1

4 4 4

1 1 1 1 1 1

  

  

14-                                               C

a b

πε=
−

4

1 1
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b

rC a PF

→ ∞

= πε ε =4 444
�

  

  

15-                                   C C
RC G

G

ε σ= = ⇒ =
σ ε

  

  

G
d

cosh
a

−

πσ=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

  

  

16-               Q
W E dV r sin d d dr

r
= ε = ε θ θ ϕ

π ε∫ ∫∫∫
2

2 2

2 2 2

1

2 32

  

  

              ( )( )
c

b

Q dr Q

c br

⎛ ⎞= π = −⎜ ⎟πε ⎝ ⎠π ε ∫
2 2

2 2

1 1
2 2

832

  

  
  ) الف-17

( )

( )

( )

d dV dV
. V A

dx dx dx

CdV A Ad

dx x d x d

V C ln x d C

⎛ ⎞∇ ε∇ = ⇒ ε = ⇒ ε =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = =
ε ε + +

= + +

1

1 2

0 0

�

�� ��

  

  

( )

( )

( ) x

V x C C ln d

V
V x d V V C ln C

ln

V Vx d
ˆV ln , E V a

ln d x d ln

= = ⇒ = −

= = ⇒ = ⇒ =

+= = −∇ = −
+

2 1

1 1

0 0

2

2

2 2

�

� �

� �

�� ��

  

  )ب

( ) ( )r x
Vx d

ˆP E a
d d x d ln

ε+⎛ ⎞= ε − ε = − −⎜ ⎟ +⎝ ⎠
1 1

2

� �

�

�� ��

  

 چون
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  )ج

( )Ps x x x

Ps x d x x d

ˆP . a

V
ˆP . a

d ln

= =

= =

ρ = − =

ερ = = −

0 0

0

2 2

� �

��

��

  

  )د

s s
SV

Q ds S
d ln

SQ
C PF

V dln

ε= ρ = ρ =

ε= = =

∫
2

102

2

� �

�

�

  

  

18-                              r r
Q

ˆQ D.ds rD D a
r

= = π ⇒ =
π∫ 2

4

4

�� � ��

  

( )

r

b

a

Q
ˆE D a

k

Q Q
V E.dl dr b a

k k

kQ
C

V b a

= =
ε πε

= − = − = −
πε πε

πε= =
−

∫ ∫

1

4

4 4

4

�

� �

�

�� ��

�� �

  

  

19-                                                               Q
ˆD a

L ρ=
π2

��

  

( )

D Q
ˆE a

k L

Q b aQ
V E.dl d

kL kL

kL kQ C
C , C

V b a L b a

ρ= =
ε πε

−
= − = − ρ =

πε πε

πε πε′= = = =
− −

∫ ∫

2

2 2

2 2

�

�

� �

� �

��

��

�� �

  

  

20-               / /C a mF
−

= πε = π× × × =
π

9

610
4 4 6 37 10 0 708

36
�
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   در اين حالت، داراي هفت بار تصويري به ترتيب زير هستيم-21
1-) Q- ( در)(-5      )-1، 1، 1 Q ( در)1، -1، -1(  
  

2-) Q- ( در)(-6      )1، -1، 1 Q ( در)1، -1، 1-(  
  

3-) Q- ( در)(-7      )1، 1، -1 Q ( در)1، 1، -1-(  
  

4-) Q- ( در)1، -1، -1-(       
  

  در نتيجه نيروي وارد بر بار برابر است با
  

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

x y z
x y z /

y z x yx z
/ / /

/ x y z

/ x y z

ˆ ˆ ˆa a aQ
ˆ ˆ ˆF a a a

ˆ ˆ ˆ ˆa a a aˆ ˆa a

ˆ ˆ ˆa a a

ˆ ˆ ˆa a a

⎡ + +
⎢= − − − − +
⎢πε
⎣

⎤+ ++
⎥+ +
⎥
⎦

⎛ ⎞
= + + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − + +

3 3 3 3 2

3 2 3 2 3 2

2 2 22 2 2

4 2 2 2 12

2 2 2 22 2

8 8 8

1 1 1
0 9

4 12 3 4 2

0 1891

�

�

  

  
           :توان نشان داد  مي-22
  

Q
V

R
=

π ε 2
4

�

  

  

23- Dابر فاصله از مركز كره به صفحه است و  دو برa
r

D
=) aشعاع كره است (  

 متوسط
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/

/

/

/

/

/ /

Q a V C

Q r Q Q

r
Q Q Q

r

r
Q Q Q

r

Q Q

Q Q Q Q Q nc

−= π ε = ×

′ = − = −

′′ = =
−

′′′ = = −
−

′′′′ ≈

′ ′′ ′′′− + − = =

9

2

2

3

2

4 1 11 10

0 250

0067

1

0018

1 2

0005

1 35 1 49

�

  

  
  : شود  تبديل مي-Qو + Q ناشي از بارهاي E بزرگ باشد، ميدان D اگر -25

Q
E

D
→

πε 2
2

4
�

  

  
  و گشتاور دوقطبي كره برابر است با

a a Q
P bQ a E

D D
′= = → πε

2

3
1 2 4

�
  

  
  در داخل كره -27

( ) ( )

( ) ( )

n
n n

n

n nn

V r , A r P cos

n
A V R , P cos sin d

R

∞

=

π
+

θ = θ

= θ θ θ θ

∑

∫

0

0

2 1

2

  

  در خارج كره

( ) ( )

( ) ( )

n
nn

n

n
n n

B
V r , P cos

r

n
B R V R , P cos sin d

∞

+
=

π
+ +

θ = θ

= θ θ θ θ

∑

∫

1

0

1

0

2 1

2
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  . به كتاب الكتروديناميك جكسون مراجعه كنيد-28
  

ــدان -29 i در داخــل كــره يكنواخــت E يعنــي مي
r cos z

V
r

σ θ σ= =
εε 2 33

� �

�
�

  كــه .  اســت

  

o .بيانگر يك دوقطبي كامل در بيرون از كره است

a cos
V

r

σ θ=
ε

3

2
3

�

�

  

  

30-                                 i
r r

E E
V cos x− −= ρ ϕ =

ε + ε +
2 2

1 1

� �  

  

o
r

r

a E
V E cos cos

ε −= ρ ϕ + ϕ
ε + ρ

2
1

1

�

�
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  پنجمفصل  راهنماي حل مسائل
  
  

  هاي مغناطواستاتيك ميدان
  
  

   خلاصه مطالب 5-1

 سـاوار و قـانون      -ي مغناطواستاتيك عبارتند از قـانون بيـو       ها  ميدان دو قانون اساسي     -1
كند كه شدت ميدان مغناطيسي   ساوار كه شبيه قانون كولن است بيان مي     -قانون بيو . آمپر

Hdر  دr ، حاصل از عنصر جريانldI در r′ حسب آمپر بر متررب( برابر است با(  
  

Idl R
dH

R

×=
π

� ��

��

2
4

  

  

rrRكه   RR و   =−′ Idبراي توزيع جريان سطحي يا حجمـي،      . = l
�

 را بـه ترتيـب      

Kبا  ds
��

J يا  dv
��

  :كنيم، يعني  جايگزين مي
  

Id l Kds Jdv≡ ≡
�� �� �

  
  

Hكند كه گردش      قانون مداري آمپر كه شبيه قانون گاؤس است، بيان مي          -2
��

 حول يك   
   توسط مسير، يعنيمسير بسته برابر است با جريان احاطه شده

  

∫∫ ==
sL

sd.JIdl.H  

  يا

H J∇ × =
�� �� �
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   بتوان يك مسير آمپري تعريف كرد،طوري كه  بهاگر توزيع جريان متقارن باشد 

  
I

H dl I H
lϕ ϕ= ⇒ =∫�  

  
   برابر است با S شار مغناطيسي از ميان سطح -3
  

s

B. dsψ = ∫
�� �

  

  

Bدر فضاي آزاد،.  چگالي شارمغناطيسي برحسب وبر بر مترمربع استBكه  H= μ
�

�� ��

 ،  

μ−كه  = π× 7
4 10

�
  .تراوايي فضاي آزاد است) برحسب هنري بر متر (

  
مغناطيسي خـالص از     رد، شار  چون يك تك قطبي مغناطيسي منفرد يا آزاد وجود ندا          -4

  ميان يك سطح بسته صفر است،
  

B. dSψ = =∫
�� �

�
0  

  

. B∇ =
�� ��

0  
  يا

  .كه يكي از معادلات ماكسول است
  
   استاتيك عبارتند از EMي ها ميدان چهار معادله ماكسول براي -5

∇v.D            )تعميم قانون گاؤس( = ρ
�� ��

  
.)ود تك قطبي مغناطيسيعدم وج( B∇ =0

�� ��

  
  

∇E) تعميم نيافته-قانون القاي فاراده( × =
�� ��

0  
H) تعميم نيافته-قانون آمپر( J∇ × =

��� �� ��
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75     هاي مغناطواستاتيك نميدا  

دو معادلـه   ( وابسته به زمان، معادلات واگرايي       EM يها  ميدانبعداً خواهيم ديد كه براي      
  .د كردنتغيير خواه) دو معادله آخر(اما معادلات تاو  د ماند،نواهبدون تغيير باقي خ) اول

  
  سي عبارت است از ياي مغناط  تعريف پتانسيل نرده-6

J                           mVH=0         اگر            ∇−=  
  ودش و پتانسيل برداري مغناطيسي به صورت زير تعريف مي

  

AB ×∇=  
  

.كه   A∇ =
�� ��

از رابطـه    S، شارمغناطيـسي از ميـان يـك سـطح           A است با اين تعريـف       0

∫=ψ
L

ld.A آيد كه     مي دست  بهL  اي است كه سطح        مسير بستهS    كنـد    را توصيف مـي .

 سـاوار   -يان را به جاي استفاده از قـانون بيـو         ميدان مغناطيسي حاصل از يك توزيع جر      

هـا    دست آورد كه يك روش نيرومند به ويژه در نظريه آنـتن             به Aتوان با استفاده از       مي

Idبراي عنصر جريان . است l′
��

   برابر است باr ، پتانسيل برداري مغناطيسي در′r در 
  

rrR ′−=       Id l
A

R

μ
=

π∫
4

��

�
��

  

  
. دهـد   ي الكتريكي و مغناطيسي را نـشان مـي        ها  ميدانهاي بين    شباهت) 1-5( جدول   -7

مثلاً مشابه معادله پواسون 
�

ε
ρ

−=∇ vV2 عبارت است از   

  

A J∇ = −μ2

�

�� ��

  
  

   حل شدههاي  مثال5-2

) الف (1-5 ناشي از سيم حامل جريان نشان داده شده در شكل H ميدان): 1-5(مثال 

  .پيدا كنيد) -3، 4، 0(را در نقطه 
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xاگر : جواب         zH H H= +
�� ���� ����

xH باشد كه 
����

zH و 
����

هاي حاصل  ب ميدان به ترتي

  . در نقطه مورد نظر هستندz , xي در امتداد محورهاي ها سيماز 
 

( )z
I

ˆH cos cos a
p ϕ= α − α

π 2 1
4

����

 

  

)در نقطه  ) ( )/â , ، ، p ، p , ,ϕ α = α = = + = = −1 2

2 1
0 90 9 16 5 3 4 0
� �

 1-5مطابق شكل  
 روي صفحه ρ اي در امتداد مسير دايروي عبور كرده از نقطه به عنوان بردار يكه) الف(
0=zباشد جهت   ميqâبه باتوجه . آيد مي دست  با استفاده از قاعده دست راست به 
  )ب (1-5شكل 

x y x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆa sin a cosa a aϕ = θ + = +4 3

5 5

 

  

  
   

  

ˆx , z  lجريان در امتداد محورهاي نيمه محدود )  الف.1-5شكل  ˆa , aρ فقط 

براي 
zH

zH براي âϕتعيين )  ب،����
����

.  

  

la .است) 15-5(، استفاده از معادله âϕروش ديگر تعيين  , aρ
��� ���

zHاي  برρ  در نقطه
����

 
 در نتيجه. اند نشان داده شده) الف (1-5در شكل 

 )الف                                           ()       ب                    (
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z x y x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa a a a a aϕ
⎛ ⎞= − × − + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 4 4 3

5 5 5 5

 

  

zHمقدار رو  از اين. كه شبيه قبل است
����

  برابر است با 

  

( ) ( ) x y
z / x / y

ˆ ˆa a mA
ˆ ˆH a a

m

+
= − = +

π

���� 4 33
1 0 38 2 28 65

4 5 5

 

  
aϕجهت 

���

zH .اي است  مرسوم در مختصات استوانهâϕنفي جهت  در اين حالت، م
����

 
 .آورد دست اي نيز به توان در مختصات استوانه را مي

  

( ) ( )( )z /
mAˆ ˆH a a
mϕ ϕ= − − = −

π
3

1 0 47 75

4 5

����

  

  

xHهمين ترتيب، براي   به
����

qطه  در نق zˆ ˆa a ، cos ، ، ، P= α = α = ρ =�

1 2

3
0 4

5

 يا   

l p x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa a a a a aϕ = × = ×   ، در نتيجه=
  

( )x z / z
mA

ˆ ˆH a a
m

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟π ⎝ ⎠

���� 3 3
1 23 88

4 4 5

  

  بنابراين
  

x z / x / y / z
mA

ˆ ˆ ˆH H H a a a
m

= + = + +
�� ���� ����

38 2 28 65 23 88  

  يا

/ q / z
mA

ˆ ˆH a a
m

= − +
��

47 75 23 88  

  
ي در امتداد جهت مثبت محورها( نيمه محدود هستند ها سيم       در اين مثال، با وجود آنكه 

Z و Xنسبت به نقطه ) هستند ،P در امتداد محور فقط  سيمzرسد   نيمه محدود به نظر مي
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zHبنابراين 
����

xHتوان   اما با اين معادله نمي.نيز محاسبه كرد) 13-5(توان از معادله   را مي
����

را  
 . نيمه محدود نيستPنسبت به نقطه  Xآورد زيرا سيم در امتداد محور  دست به

  

 تشكيل شده   I دور سيم حامل جريان      N از   a و شعاع    lاي به طول       سيملوله ):2-5(مثال  

   در امتداد محور آن برابر است باP در نقطه Hنشان دهيد كه ميدان . است
  

( ) zâcoscos
nI

H
12

2

θ−θ=  
  

كه در آن  
l

N
n =،

12
θθ  توسط دو انتهاي سيملوله مطابق شكل       P زواياي محصور در     ,

   ، ميدان در مركز سيملوله برابر است باl >>aهمچنين نشان دهيد اگر .  هستند5-2
  

zâI  n=
H  

  

  
  

  .سطح مقطع يك سيملوله.  2-5شكل

  

را در نظـر بگيريـد،      ) 2-5(ح مقطع سيملوله نشان داده شده در شـكل          سط:        جواب
) 2-5(تـوان از نتـايج مثـال          هاي دايروي تشكيل شده است، مـي        چون سيملوله از حلقه   

 در dz حاصل از عنـصري از سـيملوله بـه طـول        zdHميدان  . كتاب درسي استفاده كرد   
   برابر است باPنقطه 
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z / /

Idla Ia ndz
dH

a z a z
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 2

2 3 2 3
2 2 2 2

2

  

  

nكه
dl n dz dz

l
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

a،  2-5با توجه به شكل . 
tan

z
θ   در نتيجه: =

  
/

z a
dz a cosec d sin d

a

⎡ ⎤+
⎣ ⎦= − θ θ = − θ θ

3 2
2 2

2

2
  

  
  بنابراين

θθ−= dsin
nI

dHz
2

  

  يا

∫
θ

θ

θθ−=
2

1

2

dsin
nI

Hz  

  
  گيري رابطه فوق با انتگرال

  

( ) zâcoscos
nI

H
12

2

θ−θ=  

Nبا قرار دادن 
n

l
=،  

( ) z
N I

ˆH cos cos a
l

= θ − θ
��

2 1
2

  

  در مركز سيملوله داريم

/

l

cos cos
l

a

θ = = − θ
⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

2 1
1 2

2

2

4

  

    و
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z/

Inl
ˆH a

l
a

=
⎡ ⎤

+⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

��

1 2
2

2
2

4

  

  

θ, يا l >> aاگر  ≈ θ ≈� �

1 2
180 0،  

  

zz â
l

NI
ânIH ==  

  

هاي   به ترتيب حامل جريانZ=4 و Z=0، صفحات 3-5 در شكل ):3-5(مثال 

xˆK a= −
��

xˆK و 10 a=
��

H تعيين كنيد ميدان. هستند) برحسب آمپر بر متر (10
��

 را در 
  ).0،-10،3) (ب(و ) 1و1و1) (الف(
  

  
  

  . صفحات جريان بينهايت موازي.3-5شكل

  

H فرض كنيد :       جواب H H= +�

�� �� ����

Hكه  ،4 ,H
�

���� ���

هاي حاصل از   به ترتيب ميدان4

  ،23-5با استفاده از معادله .  باشندZ=4 و Z=0صفحات در 

  ، كه بين صفحات است)1، 1، 1(در نقطه ) الف
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( )

( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=−×=×=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=×−=×=

m

A
ââââKH

m

A
ââââKH

yzxn

yzxn

510

510

2

1

2

1

2

1

2

1

4

�

  

  

  در نتيجه

y
A

ˆH a
m

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

��

10  

  

  ، كه بالاي صفحات است،)0، -3، 10(در نقطه ) ب
  

( )

( ) ( )

x z y

x z y

A
ˆ ˆ ˆH a a a

m

A
ˆ ˆ ˆH a a a

m

⎛ ⎞= − × = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= × = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

���

����

4

1
10 5

2

1
5

2

10

  

  
  از اين رو

A
H

m
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

��

0  

  

 = 0zديـديم كـه اگـر صـفحه     ) ب(، قـسمت   كتاب درسي4-5 در بخش ):4-5(مثال 

yyâKKحامل جريان يكنواخت    : باشد، با استفاده از قانون آمپر=
  روابط 

)5-22                       (
y x

y x

ˆK a z
H

ˆK a z

⎡ ⎤>⎢ ⎥
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− <
⎢ ⎥⎣ ⎦

��

1
0

2

1
0

2

   

  
  . آوريد دست نتيجه فوق را با استفاده از مفهوم پتانسيل مغناطيسي برداري به
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  )42-5(با استفاده از رابطه . را در نظر بگيريد4-5صفحه جريان شكل :        جواب

  

  
  

  .4-5صفحه جريان بينهايت براي مثال . 4-5شكل 

  
k ds

dA
R

μ=
π
�

��

��

4

  

  
yدر اينجا،  yˆds dx dy ، k k a′ ′= =

��

Z براي  و ≥0،  
  

( ) ( ) ( ) ( )
/

R R , ,z x , y , x y z⎡ ⎤′ ′ ′ ′= = − = + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

��
3 2

2 2 2
00 0  

  
رونـد    كـار مـي     دار براي چشمه و بدون پرايم براي نقطه مشاهده بـه           كه مختصات پرايم  

  در نتيجه ). 16-5شكل (
  

( ) ( )
y y

/

ˆk dx dy a
dA

x y z

′ ′μ
=

⎡ ⎤′ ′π + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

��

3 2
2 2 2

4
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( ) ( )
y x

y x /

ˆk Zdx dy a
ˆdB dA d A a

Z
x y z

′ ′μ∂= ∇ × = − =
∂ ⎡ ⎤′ ′π + +

⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�� �� ��

3 2
2 2 2

4

  

  

( ) ( )

y x
/

ˆk za dx dy
B

x y z

+∞ +∞

−∞ −∞

μ ′ ′
=

π
⎡ ⎤′ ′+ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
�

��

3 2

2 2 2
4

  

  
  اي تغيير دهيم به مختصات استوانهاگر مختصات زير انتگرال را 

  

( )

( ) ( ) ( )

( )

y x
/

/y x

y x y x
/

ˆk za d d
B

z

ˆk a
B z d

ˆ ˆk za k a
B

z

∞ π

′ ′ρ = ϕ =

∞ −

∞

ρ=

μ ′ ′ ′ρ ρ ϕ=
π ⎡ ⎤′ρ +

⎢ ⎥⎣ ⎦

μ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′= π ρ + ρ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦π

μ μ−= =
⎡ ⎤′ρ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫

�

�

� �

��

��

��

2

3 2
2 2

0 0

3 2
2 22

0

3 2
2 2

0

4

1
2

4 2

1

2 2

  

  
  در نتيجه 

0≥z  x
y

â
kB

H
2

0

=
μ

=  

  
   و ادامه همين فرآيند -z به zبا تغيير 

  

0≤z   x
y

â
k

H
2

−=  
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( )

x y x y
l

z

z z

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆa a a a
ˆ ˆ ˆa a a

â

ˆ ˆH cos cos a a

ϕ ρ

α = α = ρ = =

− + − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= × = ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
= =

− −

= − =
π

π

1 2

1 2
135 45 2

2 2

2 2

1 1 01

2 1 1 0

6 3
45 135

2
4

2

� �

� �

��

  سؤالات پاسخ 5-3

1-                                                             ( ) ϕα−α
ρπ

= âcoscos
I

H
12

4

  

   

x

 A6  

 
 B 

 P

2
α

1
α

 y  

ρ

  
  
  

  
  

  

     yبراي ضلع حلقه در امتداد محور  -2

( )

���

15030

3

2
302

4

12

121

=α=α==ρ−=

α−α
ρπ

=

ϕ

ϕ

,,tan,ââ

âcoscos
I

H

x

  

  

( ) ( )

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−==

π
−=−−

π
=

m

A
âHH

ââcoscosH

x/

xx

7913

8

15
115030

2

3

4

5

1

1

��

  

  
3-                                                       H H=

�� ���

1
4  

  

                   
( )

z

I
ˆH cos cos a

ˆ ˆa , , , a a

ϕ

ϕ

= α − α
πρ

ρ= α = α = =� �

���

1 2 1

2 1

4

45 135
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n n

π=360 2
�

z z
I I

ˆ ˆH a a
a

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟πρ π⎝ ⎠

���

1

1 1 2

4 2 2 4 2

  

  
زاويـه بـسته شـده      . يك ضلع كثير ضلعي را مطابق شكل زير در نظـر بگيريـد            ) الف -4

  توسط ضلع در مركز كره برابر است با
  

1
α

2
α

r=ρ

 
    r

 
    r 

 
  O 

n

π

n

π

  
  

  ميدان حاصل از اين ضلع برابر است با
  

( )

n
sin

n
coscos,r

âcoscos
I

H

π=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π=α=ρ

α−α
ρπ

= ϕ

�

90

4

2

121

  

  

n
sin

r

In
HnH

n
sin

I
H

n
sincos

π
π

==

π
ρπ

=

π−=α

2

2

4

1

1

1

  

  

  ،n = 3براي ) ب

I
H sin

r

r cotan r

π=
π

= ⇒ =

3

2 3

2
30 2

3

�
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2
α

β
3

4

2

1

/
A

H
m

×= × = =
ππ

3 5 3 48
1 78

2 2 8
2

3

  

  

    n=4براي 

( ) m

A
sin

r

I
H /1281

2

1

22

54

42

4 =
π

=π
π

= ×
×  

  
nبا ميل كردن ) ج → ∞  

r

I

n
.

r

In

n
sin

r

In
LimH
n 222

=π
π

=π
π

=
∞→

  

  
5-   

( )
z / z

z /

/ z

H H H H H

I
ˆ ˆH a a

a

I
ˆH H cos cos a , tan

â

= =−× ×

= + + +

= =

= = α − α

=

� �

�� ��� ��� ���� ����

���

��� ����

1 2 3 4

1

2 4 2 2
2

62 5

4

4
90 2 29

1004 4 10

19 99

  

( ) z /

/ z / z

/ z

I
ˆH cos a , tan

ˆ ˆcos a a

ˆH a

−= β β = =
π

= =
π

=

�

�

����

��

1

3

100
2 87 7

4 1 4

10
2 87 7 006361

4

120 32

  

  

6- Hحاصل از يك حلقه دايروي برابر است با   
  

( ) zâ

z

I
H

22
2 +ρ

ρ=  
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2
α

2
θ

/

/

/

a
, tan

b

n I A
H cos

m

α = θ = =

θ =

⎛ ⎞= θ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

�

��

1 2

2

2

90 0 2

11 31

36 77

2

  )      الف -7

( )

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

=θ=θ

θ−θ=

m

A

l
a

lnI
H

l
a

coscos

coscos
In

H

//

/

6369

4

2

4

2

1

2

21
2

21
2

12

12

  

  
  )                                             ب

2
α1

α

  
  

  
  
  .در متن توضيح داده شده است)  الف-8
  

a<ρ                   00براي ) ب =⇒==∫ HIld.H  
  

                a<ρ<0براي 

( )
( )
( )

( )
( )22

22

22

22

2

2

ab

aI
H

ab

aI
H

−

−ρ

ρπ
=

−π

−ρπ
=ρπ

ϕ

ϕ
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)                 b<ρبراي  )
ρπ

=⇒=ρπ ϕϕ
2

2
I

HIH  

  

 فرض كنيد    -9
21

HHH ، كه   =+
12

H,H    هـاي    ي ناشـي از سـيم     هـا   ميدانبه ترتيب
  . هستندcm10 = x و x = 0واقع در 

  

براي ) الف
1

H         :yxzl ââââââ,cm =×=×==ρ ρϕ50  
  

( ) yx ââ
I

H
π

=
×π

=
−

50

1052
2

1
  

  

براي 
2

H    :     ( )
12

5 HH,ââââ,cm yxz ==−×−==ρ ϕ  
  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
π

==
m

A
ââHH y/y 4331

100

1
  

  

  .شود حل مي) الف(ند قسمت همان) ب
  

10-                                     ϕρπ
μ

= â
I

B
2

�  

  

b

ad
ln

bI
dzd

I
sd.B

ad

d

b

z

+
π

μ
=ρ

ρπ
μ

==ψ ∫ ∫∫
+

=ρ =
22

0

��  

  

  . نه يك ميدان الكترواستاتيكي است و نه يك ميدان مغناطواستاتيكيA)  الف-11
  

0≠−=∇ xsinayA.  
  

0≠×∇ A  
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)توان يك ميدان الكترواستاتيكي در فضاي عاري از بار   ميB) ب )0=ρباشد .  
  

0

0

=×∇

=∇

B

B.
  

  

  . نه يك ميدان الكترواستاتيكي است و نه يك ميدان مغناطواستاتيكيC) ج
  

0

0

≠×∇

≠∇

C

C.
  

  

AB                     )              الف-12 ×∇=  
  

dzdyds,sd.B ==ψ ∫  
  

  Wb/6710−=ψ)                                ب
  
  .قابل اثبات است) ج
  

13-             ϕ
ρ−

ρ
ρ− ϕ+ϕ

ρ
=×∇= âsineâcoseAB 15
15  

  

�

μ
= B

H  

  

Wb

edzdcosesd.B

/0111

150
15

5

−=

−=ϕρϕ
ρ

==ψ −ρ−
∫∫∫

  

  
  : با اعمال قانون آمپر-14
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( ) ( )

ρ=

ρπ=ρπ

ϕ

ϕ

2

22

�

�

J
H

JH

  

  

42

1

2

2ρμ−=⇒ρμ=
ρ∂

∂
−

+
ρ∂

∂
−=×∇=

ρ
μ=μ=

ϕϕ

ϕϕ

����

�

��

�

JAJ
A

â
A

AB

J
HB

z
z

z  

  

zâJA 2

4

1 ρμ=
��

  

  

15-                         JA,AA zyx �

μ−=∇=∇=∇ 222
0  

  

                           
a

a
a

I
J

>ρ=

≤ρ
π

=

0

2  

  

                     

aDlnDA

aClnC
a

IA

J
d

Ad

d

d

z

z

z

>ρ+ρ=

≤ρ+ρ+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ρμ
π

−=

μ−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ρ
ρ

ρρ

12

1

2

1
4

1

1

�

�
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    شرايط مرزي

  
  كنيم  به طريق زير عمل مي1Dبراي پيدا كردن 
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  در نتيجه
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   عبارتند ازها ميدانهاي برداري و  به اين ترتيب، پتانسيل
  

( ) ( )z

x y
A I C , x y , a
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=− μ + ρ = + ρ<

π �

2 2
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  a>ρو براي 
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I
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a
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 قبلاً ديديم كه
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  براي رساناي بيروني -19
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âAA

a

I

bc

I
J

zz

z
z

zz

zz

z

�

�

��

�

μ=×∇=

μ
ρ

−=
π

−=⇒=⇒=ρ

+ρ+
π

ρμ
=⇒

π

μ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ρ∂
∂

ρ
ρ∂

∂
ρ

μ−=∇

=

π
−=

−π
−=

412

212

2

2

2

2
22

40

28

303

287

1

7

  

  

( ) ( )a:IHaIld.H

â
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  در نتيجه
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  معادله پواسون
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  ششمفصل  راهنماي حل مسائل
  
  

  نيروها، مواد و ابزار مغناطيسي

  

  

  خلاصه مطالب 6-1

) معادله نيروي لورنتس     -1 )
dt

ud
mBuEQF ، نيروي وارد بر يك ذره را با بـا          =+×=

 بـا   EMاين رابطه، قانون اساسي ارتباط      . سازد   مرتبط مي  EMهاي    در حضور ميدان   Qبار  
  .كند مكانيك را بيان مي

  

 در يـك ميـدان      ldI بر اساس قانون نيروي لورنتس، نيروي وارد بر عنـصر جريـان              -2

   برابر است باBمغناطيسي 
  

BldIFd ×=  
  

 عنوان نيـرو بـر واحـد عنـصر جريـان تعريـف               به Bطبق اين رابطه، ميدان مغناطيسي      
  .شود مي
  

 در يـك ميـدان   m گشتاور نيروي وارد بر يك حلقه جريان با گشتاور مغناطيـسي        - 3

   برابر است باBمغناطيسي يكنواخت 
  

BâSIBmT n ×=×=  
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 يك دوقطبي مغناطيسي عبارت است از يك آهنربا يا يـك حلقـه جريـان كوچـك،                  -4

 يـك   E شبيه خطوط ميدان     Bن نامگذاري به خاطر آن است كه خطوط ميدان          علت اي 
  .دوقطبي الكتريكي است

  
مغنـاطش  . شـود   گيرد، مغناطيده مـي      وقتي يك ماده در يك ميدان مغناطيسي قرار مي         -5

M      براي مـواد خطـي،      .طيسي بر واحد حجم ماده     عبارت است از گشتاور دوقطبي مغنا 

HM
m

χ= كه ،mχپذيرفتاري مغناطيسي ماده است .  
  
) ديامغناطيس يا پارامغنـاطيس   ( مواد برحسب خواص مغناطيسي آنها يا خطي هستند          -6

  براي مواد خطي). فرومغناطيس(و يا غيرخطي 
  

( ) ( )MHHHHB mr +μ=χ+μ=μμ=μ=
���

1  
  

ــه  ــي و μك ، تراواي
�

μ
μ=μr ــت ــاده اس ــسبي م ــي ن ــي،  .  تراواي ــواد غيرخط ــراي م ب

( )HHB μ= يعني ،μرابطـه بـين   معمـولاً  .  مقدار ثابتي نداردH , B   برحـسب يـك 
  .دشو نشان داده مي) منحني پسماند(منحني مغناطشي 

  

   در فصل مشترك دو ماده عبارتند ازH وB شرايط مرزي براي -7
  

nn BB
21

=  
  

tt      .  باشدK = 0اگر  HH
21

)  يا  = ) KâHH n =×−
1221

  
  

كه 
12nâاست2 به محيط 1ار يكه عمود از محيط  برد .  

  
   انرژي در يك ميدان مغناطواستاتيك عبارت است از-8

www.konkur.in

forum.konkur.in



97     نيروها، مواد و ابزار مغناطيسي  

mW B . HdV= ∫
1

2

��� ��

  

  Iبراي يك القاگر حامل جريان 
2

2

1
ILWm =  

  
  .آورد دست توان از رابطه زير به  را ميLدر نتيجه القاي 

  

2I

dVH.B
L ∫=  

  
نـسبت پيونـد شـار      : تـوان از تعريـف آن نيـز تعيـين كـرد              القاگر را مي    يك L القاي   -9

مغناطيسي به جريان از ميان القاگر، يعني        
I

N

I
L

ψ=λ= .    در نتيجه با داشـتن جريـانI ،

B را تعيين كرده و B . dsψ = ∫
�� �

 و سرانجام 
I

N
L

ψ=.  

  
قانون اهـم در    . توان شبيه يك مدار الكتريكي تحليل كرد         مدار مغناطيسي را مي     يك -10

  دو حالت عبارت است از 
  

V IR F NI H.dl R= ↔ = = = ψ∫
�� �

�
  

  
  .توان به مدارهاي مغناطيسي نيز اعمال كرد در نتيجه، قوانين اهم و كيرشف را مي

  
ده مغناطيسي برابر   اي از يك ما     روي قطعه ) يا نيرو بر واحد سطح    ( فشار مغناطيسي    -11

  است با 

�

μ
===
22

1
2B

BH
S

F
P  

  
  . ميدان مغناطيسي در سطح ماده استBكه 
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  هاي حل شده مثال 6-2

Lيك حلقه جريان كوچك     ): 1-6(مثال  
1

) با گشتاور مغناطيسي      )zâ A.m2
 در مبداء   5

غناطيـسي   بـا گـشتاور م      2Lمختصات واقع است در حالي كـه حلقـه جريـان كوچـك              

( )yâ A.m2
 را تعيـين    2Lگشتاور نيـروي وارد بـر       . واقع است ) 4،  -3،  10( در مكان    3

  .كنيد
τگشتاور نيروي   : جواب       

2

B به دليل ميدان     2L وارد بر حلقه     ���
���

1
 توليد شده توسط    

Lحلقه 
1

  از اين رو.  است
  

m Bτ = ×
��� ���� ���

2 2 1
  

  

چون  
1

m    براي حلقه 
1

L   در امتدادzâ    است، ميدان B
���

1
) 39-6( را با استفاده از معادلـه     

  .آوريم مي دست به
  

( )r
m

ˆ ˆB cos a sin a
r

θ
μ= θ + θ

π
�

���

1

1
3

2

4

  

  

mبا استفاده از روابط فصل اول، گشتاور  
����

2
 بـه كـروي تبـديل    دكـارتي  را از مختـصات  

  كنيم مي
  

( )y rˆ ˆ ˆ ˆm a sin sin a cos sin a cos aθ ϕ= = θ ϕ + θ ϕ + ϕ
����

2
3 3  

  
  )4، -3، 10(در نقطه 

( ) ( ) ( )
/

z

y
x

r

tan sin , cos

tan sin , cos

ρ

⎡ ⎤= + − + =
⎢ ⎥⎣ ⎦

θ = = ⇒ θ = θ =

−ϕ = = − ⇒ ϕ = ϕ =

1 2
2 2 2

4 3 10 5 5

5 1 2

10 5 5

3 3 4

4 5 5

  

  در نتيجه
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( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

r r

r

r r

/ r / /

ˆ ˆ ˆ ˆB a a a a

âˆˆ aa
m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa a a a a

ˆ ˆ ˆa a a

− −

θ θ

ϕθ

−

θ ϕ ϕ

θ ϕ

⎛ ⎞π× ×= + = +⎜ ⎟π ⎝ ⎠

⎡ ⎤
= − − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

τ = − − + × + =

+ +

7 7

1

2

7

4 10 5 4 1 10
4

6254 625 5 5 5

463
3

55 5 5 5

10 3

3 6 4 5 4

625 5 5

0 258 1 665 103

���

����

�

 

  

 ـ   x-y  صفحه ):2-6(مثال   ) 1محـيط   . ين دو محـيط مختلـف اسـت        فصل مشترك ب )z <0 

rμ اي با تراوايي نسبي     ماده = ) و محيط    6 )z > rμاي بـا تراوايـي        مـاده  0 = اگـر  .  اسـت 4

xفصل مشترك حامل جريان      z y
mA

ˆ ˆ ˆB a a , a
m

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟μ ⎝ ⎠
�

���

2

1
5 8 bmW

m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠2

 باشـد،    
1

H  و 

B
���

1
  .آوريد دست  را به

  

  
  

  .2- 6مربوط به مثال . 1- 6شكل 

  

  )1-6(با توجه به شكل .  استK≠0در اين مثال :       جواب

  

n n z zˆB B a B= = ⇒ =
1 2

8 8  
  اما
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( )
m

mA
ââ

B
H zx 85

4

1

2

2

2
+

μ
=

μ
=

�

  

  و

( )
m

mA
âBâBâB

B
H zzyyxx ++

μ
=

μ
=

�

6

1

1

1

1
  

  

  آيند مي دست  زير بهههاي مماسي از رابط مؤلفه
  

( ) KâHH n =×−
1221

  
  يا 

n nˆ ˆH a H a K× = × +
��� ��� ��

1 12 2 12
  

  

H با قرار دادن مقادير , H
���� ����

2 1
   در رابطه فوق

  

( ) ( ) yzzxzzzyyxx ââââââBâBâB
���

μ
+×+

μ
=×++

μ
1

85

4

1

6

1  

  

  ها در رابطه فوق با تساوي قرار دادن مؤلفه
  

51

4

6
1

4

5

6

0 /x
x

y B
B

,B ==+−=−=  
  

zxبا توجه به اين كه مقادير  B,B بردار 
1

B داريماند آمده دست به ،  
  

( )z/x/

zx/

ââ
B

H

ââB

331250
1

851

1

1

1

1

+
μ

=
μ

=

+=

�

  

  

  

 يا 
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 راتعيين  b و شعاع بيروني     aمحور به شعاع داخلي        خود القاي يك كابل هم     ):3-6(مثال  

  .كنيد
با توجـه بـه روابـط       .  در نظر بگيريد   2-6طبق شكل   سطح مقطع كابل را     :        جواب

  داريم) 5-29(

baâ
I

B

aâ
a

I
B

≤ρ≤
ρπ

μ=

≤ρ≤
π

ρμ=

ϕ

ϕ

2

0

2

2

21

  

  

  

  
  )الف                       (      )              ب(

  

>aبراي ناحيه ) محور، الف سطح مقطع كابل هم. 2-6شكل  ρ baبراي ناحيه )  ، ب0> <ρ<.  

  

 را بـا در نظـر گـرفتن پيونـدهاي شـاري رسـاناي داخلـي                 Lin      ابتدا القـاي داخلـي      
، شار عبوري از يك لايه ديفرانـسيلي بـه          )الف (2-6با توجه به شكل     . آوريم  مي دست  به

   برابر است با dρضخامت 

dzd
a

I
dzdBd ρ

π

ρμ
=ρ=ψ

211

2

  

  
پيوند شار برابر است با 

1
ψdت احاطه كننده شار به مساحت كل، يعني ضربدر نسب  
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  احاطه      

  

   كل      
2

2

111

a
d

I

I
dd

π

ρπ
ψ=ψ=λ  

  
بـا قـرار دادن     . طور يكنواخت در سرتاسر مقطع توزيع شـده باشـد           به Iبا فرض اين كه     

مقدار 
1

ψd در رابطه فوق   
  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ρ
π

ρρμ=λ
2

2

21

2 aa

dzdI
d  

  

   كابلlگيري رابطه فوق براي طول  با انتگرال
  

a l

z

in

I d dz I l

a

l
L

I

ρ= =

μ ρ ρ μλ = =
ππ

λ μ= =
π

∫ ∫
3

1
4

0 0

1

82

8

  

  

  القاي داخلي بر واحد طول برابر است با
  

in  )هنري بر متر(                           
in

L
L

l

μ′ = =
π8

  

  
  .يا كابل استكه مستقل از شعاع رسانا 

براي يـك   . كنيم  تعيين مي ) ب (2-6 را با توجه به شكل       Lext       اكنون القاي خارجي    
  dρبه ضخامت لايه ديفرانسيلي 

  
I

d B d dz d dz
μψ = ρ = ρ
πρ2 2

2

  

  
   توسط مسير احاطه شده است، از اين روIدر اين حالت كل جريان 
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b l

a z

ext

Id dz I l b
ln

a

l b
L ln

I a

ρ= =

μ ρ μ ⎛ ⎞λ = ψ = = ⎜ ⎟πρ π ⎝ ⎠

λ μ ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∫ ∫2 2

0

2

2 2

2

  

  

  در نتيجه، القاي كل برابر است با 
  

in ext
l b

L L L ln
a

⎡ ⎤μ ⎛ ⎞= + = + ⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦

1

2 4
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  القاي كل برابر است با
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  سؤالات پاسخ 6-3
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  راهنماي حل مسائل به كمك متمتيكا
  
  

  مقدمه

در اين پيوست سعي شده است تعدادي از مسائل مهم را كه برخي از آنها در متن اصلي 
افزار و نسخه  اين مسائل با استفاده از اين نرم. اند از طريق متمتيكا حل كردند نيز آمده

 به بعد را روي 5سخه بنابراين دانشجو لازم است كه حتماً ن. اند پنج آن حل شده
  .دستگاه رايانه تصب كرده باشد

ها به صورت  براي اينكه دانشجو زحمت تايپ مجدد آنها را نداشته باشد، پاسخ
افزار متمتيكا  اند كه فقط در نرم  داده شده(ELECTRO.nb)اي با عنوان  فايل جداگانه

آشنايي مختصري داشته افزار  رود كه دانشجو با اين نرم انتظار مي. قابل رويت هستند
افزار   دستورات اساسي اين نرم(Help)باشد، به خصوص آن كه در قسمت كمكي آن 

  .توان آنها را فرا گرفت اند كه با اندكي وقت مي آورده شده
افزار متمتيكا در اين كتاب فقط براي  گردد كه كار كردن با نرم يادآوري مي

افزار جزء الزامات امتحاني براي درس  ن نرميادگيري بهتر دانشجو بوده و آشنايي با اي
افزار و  گردد كه دانشجويان يادگيري اين نرم اما توصيه مي. باشد  نمي1الكترومغناطيس 

عنوان مثال  به. گيرد نحوه به كار بردن آن در حل مسائل الكترومغناطيسي را حتماً فرا
نما آمده است به دلخواه تواند نحوه حل برخي از مسائل را كه در اين راه دانشجو مي

جزئيات بيشتر در هر قسمت آورده . ببينيدهاي ديگري را  خود تغيير داده و جواب
  .خواهند شد

  

خواهيم ميدان  مي.  را در نظر بگيريدRكره باردار يكنواختي به شعاع  ):1(مثال 

ر  هClearفرمان .  به دست آوريم(r > R) و خارج كره (r < R)الكتريكي را در داخل 
 چگالي ρ. كند گونه متغييري را كه قبلاً تعريف شده باشد از حافظه برنامه حذف مي
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Qبار حجمي 

V
⎛ ⎞ρ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

افزاري براي محاسبه  هاي نرم متمتيكا داراي بسته.  كره است

ي از آنها را باشد كه ليست كامل گيري، رسم شكل و غيره مي گيري و انتگرال توابع، مشتق
  . مشاهده كردHelpتوان در منوي  مي

 2 و 1ي ها شكل براي محاسبه و رسم Plot , eFieldهاي  در اين مثال از فرمان
طور رياضي حل كرده و سپس جواب   بهتر است اين مثال را ابتدا به. استفاده شده است

  .را با حل به طريق متمتيكا مقايسه نمود
  

  1 خودآزمايي

  .آورد دست توان به چگونه ميپتانسيل را 
  

يك دو قطبي الكتريكي با دو بار يكسان مثبت و منفي در نظر بگيريد كه به  ):2(مثال 

قطبي الكتريكي تشكيل  در حقيقت يك دوقطبي از دو تك.  از يكديگر قرار دارندdفاصله 
دهد كه از دستور  پتانسيل را براي اين مثال نشان مي  خطوط هم3شكل . شده است

Contourplotتلاش كنيد با تغيير برخي از اعداد مثلاً .  استفاده شده استPlot Point يا 
Contours ميدان الكتريكي دوقطبي را نشان 4شكل . كند  شكل چگونه تغيير ميببينيد 

اگر . طور سه بعدي رسم شده است  بهPlot Grodient Fiel d3Dدهد كه با فرمان  مي
از اين  نمايش ديگري 5افتد؟ شكل  برداريم، چه اتفاقي مي را Color Functionفرمان 

  . حاصل شده استView Pointميدان است كه با فرمان 
در اينجا . دهد  نمايش متحركي از يك دوقطبي در حال دوران را نشان مي6شكل 

كافي است تعداد . به دليل كمبود جا فقط يك تصوير آن نمايش داده شده است
Frame 7شكل . تا دوقطبي در حال دوران را مشاهده كرد) 50مثلاً (كرده ها را زيادتر 

  .دهد پتانسيل يك دوقطبي را نشان مي ميدان الكتريكي و سطوح هم
  

اين مثال در واقع حل يكي از تمرينات آخر فصل كتاب است كه شامل  ):3(مثال 

  اي به ترتيب زير است تركيبي از بارهاي نقطه

q در q–بارهاي يك چهارقطبي خطي با ) الف
z = +

2

 ،-q در q
z = −

2

  .z=0 در q2 و 
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d در q–يك چهارقطبي مربعي با بارهاي ) ب d d d
, , , , ,

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0 0

2 2 2 2

 در q+ و بارهاي 

d d d d
, , , , ,

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0 0

2 2 2 2

.  

d در q–يك مثلث با بارهاي ) ج d d d
, , , , ,

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0 0

2 2 2 2

) در q2 و بار  ), ,0 0 0.  

ي چهارقطبي خطي، مثلث و چهارقطبي ها پتانسيل به ترتيب 10 الي 8ي ها شكل
 به ترتيب خطوط ميدان الكتريكي و 14 الي 11ي ها شكلدهد، و  مربعي را نشان مي

 يك نمايش سه بعدي از ميدان 15شكل . پتانسيل را براي آنها رسم نموده است هم
  .الكتريكي چهارقطبي خطي است

  
  2 ودآزماييخ

  .آوريد دست نمايش سه بعدي ميدان الكتريكي را براي ساير توزيعات بار به
  

رساناي بينهايت متصل به زمين در  از يك صفحه d را به فاصله qاي  بار نقطه :)4(مثال 

همان . آوريم دست خواهيم با استفاده از روش تصويري پتانسيل را به مي. نظر بگيريد
توضيح داده شده است، در اين روش رسانا را حذف كرده و به طور كه در متن اصلي 

. طوري كه پتانسيل بر روي رسانا صفر باشد دهيم به جاي آن يك بار تصويري قرار مي
 16شكل . توان حل كرد  اين مثال را ميTrigtop , X2r Ruleهاي  با استفاده از فرمان

  .تصويري از بار القايي بر روي رسانا است
  

 a از مركز يك كره رساناي متصل به زمين به شعاع d به فاصله qاي  بار نقطه :)5(مثال 

خواهيم با استفاده از روش تصويري پتانسيل را در بيرون از كره  در اينجا مي. قرار دارد
.  براي رسم استفاده كردVEPlotافزاري   نرم توان از بسته آوريم، در اينجا مي دست به

دايره قرمز رنگ بار . دهد پتانسيل را نشان مي ريكي و هم خطوط ميدان الكت17شكل 
فاصله و . شود كره رسانا با يك دايره تيره ديده مي. مثبت و دايره سبز بار تصويري است

aqترتيب عبارتند از  اندازه بار تصويري به a
,

d d
−

2

 نمايشي از ايجاد بار القايي 18شكل . 

  .دهد ميبر روي كره رسانا را نشان 
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 در مقابل يك z بر واحد طول در راستاي محور qيك بار خطي با بار  ):6(مثال 

خواهيم با استفاده از روش  مي.  قرار داردxzصفحه رساناي بينهايت واقع در صفحه 
دست  طور خطوط ميدان الكتريكي را به پتانسيل، همين تصويري پتانسيل و سطوح هم

پتانسيل را براي بار حقيقي   خطوط ميدان الكتريكي و هم19شكل . آورد، و رسم كنيم
شكل . لاپلاسين چنين پتانسيلي صفر است. دهد نشان مي) سبز(و تصويري ) قرمز(

 خطوط ميدان 21 نمايشي از شدت بار القايي بر روي صفحه است، شكل 20
  .دهد الكتريكي را نشان مي

  
   مثال توزيع بارهايدر اين ):7(مثال 

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a r / a

a r
P q sin

a

a r
P q e cos

a

a r
P q sin sin

a

−

− π⎛ ⎞= θ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= θ

−
= θ ϕ

1
4

2
4

2

2

3
5

4

2

�

�

�

  

  
 رسم دو بعدي اين توزيعات بار را با استفاده از 24 الي 22ي ها شكل. اند داده شده

ي حاصل از اين توزيعات بار را ها پتانسيلسپس . دهد  نشان ميContou Poltدستور 
ي ها اي هجملدهيم كه دو پتانسيل اول برحسب چند   بسط ميها چندقطبيبرحسب 

ها با  اين بسط. شوند هاي كروي بسط داده مي و پتانسيل سوم برحسب هماهنگ لژاندر
 25ي ها شكل. شوند  انجام ميMulti PolesP , MultiPoles SHاستفاده از دستورات 

دهند كه با استفاده از دستور  پتانسيل را نشان مي  خطوط ميدان الكتريكي و هم27الي 
VEPlotاند آمده دست  به.  

  

 +∞ تا z=∞−يك كانانل مستطيلي مطابق شكل زير در نظر بگيريد كه از  ):8(مثال 

 در x = a و x=0هاي كانال در  ديواره.  باز استyامتداد داشته و يك روي آن در راستاي 
 . استz كه مستقل از  قرار داردV(x)پتانسيل صفر قرار داشته و كف آن در پتانسيل 
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صورت حاصل ضرب  پتانسيل را به. آوريم دست خواهيم پتانسيل را در داخل كانال به مي
X(x) Y(y)ها عبارتند از  نوشته و با استفاده از جداسازي متغيرها جواب  

  

( ) { } ( ) ( ) ( ){ }y yY y e , e , X x sin x , cos x+γ −γ= = α α  

  

αهاي جداسازي عبارت اسـت از         رابطه بين پابت   = γ2 ر نهايـت پتانـسيل را      د. 2
  .صورت زير نوشت توان به مي

  

( ) ( ) my / a

m

mx
V x, y A m sin e

a

∞
−π

=

π⎡ ⎤= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑
1

  

  
 خطوط ميدان   29 يك نمايش سه بعدي از پتانسيل داخل كانال و شكل            28شكل  

 پتانـسيل داخـل كانـال را در حـالتي           30شـكل   . دهد  پتانسيل را نشان مي     الكتريكي و هم  
Vدهد كه كف آن در پتانسيل ثابت  نشان مي

�
  . قرار دارد

  

z y

x

z

y

x

( ) ( )xVz,,xV =0  

( ) 0=z,y,aV  ( ) 00 =z,y,V  

∞

a

  
          

  3 خودآزمايي

چنانچه روي كانال نيز بسته بوده و در پتانسيل صفر قرار داشته باشد، پتانـسيل و ميـدان             
  الكتريكي در داخل كانال چگونه است؟

  

 

( )V , y,z =0 0

( )V a, y,z = 0

( ) ( )V x, ,z V x=0

www.konkur.in

forum.konkur.in



1الكترومغناطيس  راهنماي حل مسائل     118  

 پنج وجه آن در پتانسيل صفر  در نظر گرفته كهc , b , aيك جعبه مكعبي به اضلاع  ):9(مثال 

Vو فقط سقف آن در پتانسيل ثابت        
�

 به ترتيـب پتانـسيل سـه        32 و   31ي  ها  شكل.  قرار دارد  
  .دهد پتانسيل را در داخل مكعب را نشان مي خطوط ميدان و همبعدي، 

  
ه نيمـه بـالايي آن       را در نظر گرفته ك     z در امتداد محور     aاي به شعاع      استوانه ):10(مثال  

Vدر پتانسيل   
�

Vو نيمه پاييني آن در پتانسيل       + 
�

خواهيم بـا اسـتفاده از        مي.  قرار دارد  -
)اي  مختصات استوانه )r,ϕو جداسازي متغيرها به صورت   

  

( )

( ) ( ) ( )

n n
n n

n n

R r a r b r

C cos n D sin n

−= +

φ ϕ = ϕ + ϕ
  

  
 نمـايش   34 و   33ي  هـا   شكل. آوريم دست خارج استوانه به  پتانسيل را در داخل و      

  .سه بعدي از پتانسيل در داخل و خارج استوانه هستند
  

E در يك ميدان الكتريكي يكنواخت       aكره رسانايي به شعاع      ):11(مثال  
�

 z در راستاي    

 اين مثال در متن اصـلي       با توجه به اين كه    . آوريد دست باشد، ميدان در اطراف كره را به      
گـردد    طور كامل حل شده است از توضيحات اضافي صرفنظر كرده و فقط اشاره مـي                به

  .دهد پتانسيل را در اطراف كره رسانا نشان مي  خطوط ميدان و هم35كه شكل 
  

 را در نظـر گرفتـه و فـرض كنيـد كـه داراي چگـالي بـار           aاي به شعاع      كره ):12(مثال  

)صورت   سطحي به  ) ( ) ( )Q
cos cos

a

⎡ ⎤σ θ = θ + θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

2

1

2

 بـه   37 و   36ي  ها  شكل. باشد   مي 

پتانسيل را در داخـل و خـارج          ترتيب پتانسيل سه بعدي و خطوط ميدان الكتريكي و هم         
  .دهد كره نشان مي

  
rاي به شعاع      كره ):13(مثال  

�
نظر گرفته كه نيمكره بالايي آن در پتانـسيل ثابـت            را در    

V
�

Vو نيمكره پاييني آن در پتانسيل       + 
�

پتانسيل در داخل و خارج كـره در   .  قرار دارد  -
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طـور كامـل در كتـاب الكتروديناميـك           ايـن مـسأله بـه     .  نشان داده شده است    40شكل  
  .جكسون حل شده است

  
. را در نظـر بگيريـد   Bحركت يك ذره باردار در يك ميدان مغناطيسي ثابت       ):15(مثال  

Fبا تركيب قانون دوم نيوتن       ma=
� �

) و نيـروي لـورنتس        )E F q V B= = ×0

�� � �� ��

، حركـت   
  .آيد مي دست ذره از رابطه زير به

  

( ) ( )q
r t r t B

m
′′ ′= ×
�� �� ��

  
  

rكه   , r′  حركـت   43 الـي    41ي  هـا   شكل.  به ترتيب شتاب و سرعت ذره هستند       ′′
  .دهد در ميدان مغناطيسي را نشان ميذره 

  
Eشود كه ميدان الكتريكي       در اين مثال فرض مي     ):16(مثال  

��

در نتيجه حركت   .  صفر نباشد  

mذره از رابطه     r q E q r B′′ ′= + ×
�� �� �� ��

 در  Bشـود كـه ميـدان ثابـت           فرض مي . آيد  مي دست  به 
E و ميدان    zراستاي  

��

) و به صورت     x در راستاي     )xE E cos t= ω
�

 بـسامد   ω باشد كـه     
هـاي    و با افـزايش ω مدارهاي حركت ذره را براي مقادير مختلف   44شكل  . اي است   زاويه
1

3

  .دهد  را نشان مي

  
  4 خودآزمايي

 zمحـور  .  در نظـر بگيريـد  xy را در صفحه   q و بار كل     aتي به شعاع    حلقه بادار يكنواخ  
  پتانسيل را . گذرد عمود بر حلقه از مركز آن مي

  xy و بيرون از صفحه zدر راستاي محور ) الف
  .آورده و رسم كنيد دست  بهr > a و r < aدر صفحه حلقه و در نقاط ) ب
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به كمك نرم افزار الكترومغناطيس حل مسائل 

  متمتيكا
  

  

C: Example 1: Un  iformly Charged Sphere  

  

Clear ["Global`*"]; 
  

2
'

2

3

3

eq1 {

4 r Eouside qTotal (* r R *)

4 r Einside qEnclosed (* r R *)};

4 r
qTotal i

3

4 r
qEnclosed i

3

=

π == >

π == <

π= ρ

π= ρ

  

  

Sol=Solve [eq1, {Einside, Eoutside}] //First 
  

3

'2
R r

{Eoutside Einside }
33r

ρ ρ→ → 

  

eFileld [rr_, RR_:1,ρρ_:1]:=If [rr ≤ RR,  
Einside, Eoutside ] /.sol/.{r → rr, R→ RR, ρ→ ρρ} 

 
6

' ' 'p1 Plot[eField[r] {r 10 3}];−=  

www.konkur.in

forum.konkur.in



 1     راهنماي حل مسائل الكترومغناطيس 122 

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

 
 

Figure 1  

  

medium1={Hue[.2],Polygon[{{1,.51},{1,0},{3,0},{3,.51}}]}; 
medium2={Hue[.5],Polygon[{{0,.51},{0,0},{1,0},{1,.51}}]}; 

Show[ 
{Graphics[{ 
medium1, 
medium2, 
Text ["Inside ",{0.5,0.4}], 
Text ["Outside",{2.0,0.4}]}], 
p1 
}, 
Axes Label → {"Distance ","Electric Field"}, 
Axes→True];  

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Distance

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Electric Field

Inside Outside

  Figure 2  
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C: Example 2: Electric Dipole  

  

Clear["Global`*"];  

  

( ) ( )

'
0 1

' ' ' ' '

0 1 0 1

monopole[q _ p _ :{0 0 0} p _ :{x y z}]:

q

p p . p p

=

− −

  

  

dipole=(monopole[-q,{0,0,-d/2}]+monopole[+q,{0,0,+d/2}])  

  

2 2
2 2 2 2

q q

d d
x y z x y z

2 2

+
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  

ContourPlot [dipole/.{q→1,d→1,y→0} //Evaluate, 
    {x,-2,2},{z,-2,2}, 
    Plot Points → 45, 
    Contours → 21, 
    Color Function → Hue, 
    Axes → True, 

    AxesLabel → {"x-axis","z-axis"}];  
  

  
 

Figure 3 
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Needs["Graphics� Plot Field3D�"]; 
 
Plot = 
    Plot Gradient Field3D [-dipolie/. {q → 1 , d →1 } // Evaluate, 
       {x, -0.5, 0.5} , {y, -0.5, 0.5} , {z, -1.0, 1.0} 
        Polt Points → 6, 
        Color Function →Hue 
        Vector Heads → True 
        Scale Function → (1&), 
        Box Ratios → {1, 1, 2} 

                 ]; 
 
 

 
 
 

Figure 4  
 

Show[Plot, ViewPoint->{0,3,0}]; 
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Figure 5  
 
 

Needs["Calculus� Vector Analysis �"]; 
 
x2r Rule = Thread [{x, y, z} → Coordinates To Cartesian [{r, θ, ϕ}, 
Spherical]] 

 
 
 

{x r Cos[ ] Sin[ ], y rSin[ ] Sin[ ], z r Cos[ ]}→ ϕ θ → θ ϕ → θ  
 
 

potential = dipole/ . x2r Rule // Simplify 
 
 

[ ] [ ]2 2 2 2

1 1
2q

d 4 r 4d r Cos d 4 r 4d r Cos

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − θ + + θ⎝ ⎠

 

 
 

dipoleR = Series [potential,{r,∞,2}]// Normal // Simplify 
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2
d q Cos[ ]

r

θ
 

 
 

eField = -Grad [dipoleR, Spherical [r, θ, ϕ]] 
 

' '3 3
2d q Cos[ ] d qSin[ ]

0
r r

θ θ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 
rotDipole[θ_]=(  monopole [+1, 1/2{+Sin[θ], 0, +Cos[θ]}] + 

monopole [-1, 1/2{-Sin[θ], 0, -Cos[θ]}] ); 

 
frames=1; 
Do[ 
  PlotGradient Field[ 
    -rotDipole[θ]/.{y→0}, 
    {x,-2,2},{z,-2,2}, 
    PlotPoints → 14, 
    VectorHeads → True, 
    ScaleFunction → (1&)] 
  ,{θ,2 π/frames, 2 π, 2 π/frames}] 
 
 

 
Figure 6  
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Needs["Graphics`PlotField`"] 
 

VEPlot[potential_,xlim_,ylim_,opts___]:=Module[{plot1,plot2}, 
 

plot1 = Plot Gradient Field[-potential, xlim,ylim,ScaleFunction 
→  (1&), Display Function → Identity]; 

 
plot2 = Contour Plot [potential, xlim, ylim, Contour Shading 

→  False, Contour Smoothing →  True, Display Function → Identity, 
Plot Points → 50]; 

Show [{plot1, plot2}, opts,Display Function→ $ Display Function ]]; 
VEPlot [potential_,opts___]: = VEPlot [potential, {x, 1.1, -1.1},  
{y, 1.1, -1.1}, opts] 

Protect[VEPlot]; 
 

2 2
2 2

1 1
dipole

1 1
X Y X Y

2 2

= −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
VEPlot[dipole, Epilog → {{Hue[.3], Disk[{0,1/2},0.1]}, {Hue[0.95], 

Disk [{0, -1/2},0.1]}}]; 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 7 
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C: Example 3 : Superposition of Point Charges  

  

Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
Needs["Graphics`PlotField`"] 

Needs["Graphics`PlotField3D`"]  
  

Clear["Global`*"]; 
 

Monopole [q_:1, r0_:{0,0,0}, r_:{x,y,z}]: = 
q/Sqrt [Sum [(r0[[i]]-r[[i]])^2, {i, 1, Length [r0]}]]; 

quad = (Monopole [2 q, {0, 0, 0}] + Monopole [-q,{0,0,d/2}] + 
Monopole [-q,{0, 0, -d/2}]) 

 

2 2 2 2 2
2 2 2 2

q q 2q

x y zd d
x y z x y z

2 2

− − +
+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  

triangle = (Monopole [+2q, {0, 0, 0}] + Monopole [-q, {+d/2,0,-d/2}] 
+ Monopole [-q, {-d/2, 0, -d/2}]); 
square = (Monopole [+q, {+d/2, 0, d/2}] + Monopole [-q, {+d/2, 0, -
d/2}] + Monopole [+q, {-d/2, 0, -d/2}] + Monopole [-q, {-d/2, 0, d/2}; 
Plot3D [quad/.{ y→ 0, q → 1, d → 1},{x, -1, 1},{z,-1, 1}, Axes Label 
→ {"x","z",""}]; 

 

-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

z

-2

0

2

1

-0.5

0

0.5x

  

Figure 8 
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Plot3D[triangle/.{y→0,q→1,d→1},{x,-1,1},{z,-
1,1},AxesLabel→{"x","z",""}]; 

 

-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

z

-5
-2.5

0
2.5

5

1

-0.5

0

0.5x

  
  

Figure 9  

  

Plot3D[square/.{y→0,q→1,d→1},{x,-1,1},{z,-
1,1},AxesLabel→{"x","z",""}];  

   

-1

-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

z

-5
-2.5

0
2.5

5

1

-0.5

0

0.5x

  

Figure 10 
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Charges = {{Hue[0.3], Disk[{0,1/2}, 0.1]}, 
{Hue[0.95], Disk[{0,0}, 0.2]}, 

{Hue[0.3], Disk[{0,-1/2},0.1]}}; 
 

p1:= Plot Gradient Field[ 
-quad //.{q → 1, d → 1, y → 0} 

,{x,-1.1,1.1},{z,-1.1,1.1} 
,Scale Function → (1&), Epilog → charges]; 

 
p2 = Contour Plo [quad //.{q → 1, d → 1, y → 0}, 

{x, -1.1, 1.1}, {z, -1.1, 1.1}, 
Contour Shading → False , 

Plot Points → 50, 
Display Function → Identity 

]; 
 

Show [p1, p2]; 
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Figure 11 
 

VEPlot [quad//.{q → 1, d → 1, y → 0 }, 
{x, -1.1, 1.1} , {z, -1.1, 1.1}, 

Epilog → charges]; 
 

 
 

Figure 12  
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charges= {{Hue[0.3], Disk[{-1/2,-1/2},0.1]}, 
{Hue[0.95],Disk[{0,0},0.2]}, 

{Hue[0.3], Disk[{1/2,-1/2},0.1]}}; 
 

VEPlot[triangle/.{q→1,d→1,y→0}, 
{x,-1.1,1.1},{z,-1.1,1.1}, 

Epilog→charges]; 

 

  
  

Figure 13  

  

charges= {{Hue[0.95], Disk[{-1/2,-1/2},0.1]}, 
{Hue[0.95],Disk[{1/2,1/2},0.1]}, 
{Hue[0.3], Disk[{-1/2, 1/2},0.1]}, 

{Hue[0.3], Disk[{ 1/2,- 1/2},0.1]}}; 
 

VEPlot[square/.{q→1,d→1,y→0},{x,-1.1,1.1},{z,-
1.1,1.1},Epilog→charges];  
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Figure 14  

  
x2rRule=Thread[{x,y,z}→CoordinatesToCartesian[{r,θ,φ},Spherical]] 

  

{x → r Cos[φ] Sin[θ],y → r Sin[θ] Sin[φ], z→ r Cos[θ]} 
 

seriesQuad= Series[quad //.x2rRule ,{r,∞,3}] //Simplify//Normal 
  

[ ]( )2

3

d q 1 3Cos 2

8r

+ θ
−  

 
series Quad // Trig ToP // Simplify 

  

[ ]( )2

3

d q 1 3Cos 2
TrigTop

8r

⎡ ⎤+ θ
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

 
seriesSquare= Series[square //.x2rRule ,{r,∞,3}]  //Simplify //Normal  

  

[ ] [ ] [ ]2

3

3d q Cos Cos Sin

r

θ ϕ θ
  

  

Series Square // TrigToY // Simplify  
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[ ] [ ] [ ]2

3

3d q Cos Cos Sin
TrigTop

r

⎡ ⎤θ ϕ θ
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  

seriesTriangle= Series[triangle //.x2rRule ,{r,∞,2}]  
//FullSimplify//Normal 

  

[ ]
2

d q Cos

r

θ
  

  

seriesTriangle//TrigToY//Simplify 
  

[ ]
2

d q Cos
TrigTop

r

⎡ ⎤θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  

p1=PlotGradientField3D[quad//.{q→1,d→1},{x,-1,1},{y,-1,1},{z,-1,1}, 
ScaleFunction→(1&), 

VectorHeads→True,ColorFunction→Hue, 
PlotPoints→6, 

BoxRatios→{1,1,2}, 
ViewPoint→{1.3,-2.4,1}]; 

 

  

Figure 15 
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C: Example 4: Point charges and grounded sphere 
 

Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
 

Needs["Graphics`PlotField`"] 
 

Clear["Global`*"]; 
 

Monopole[q_:1,r0_:{0,0,0},r_:{x,y,z}]:= 
 

q/Sqrt[Sum[(r0[[i]]-r[[i]])^2,{i,1,Length[r0]}]]; 
 

dipole=(Monopole[+q,{0,0,+d}]+Monopole[-q,{0,0,-d}]) 
 

( ) ( )2 22 2 2 2

q q

x y d z x y d z
− +

+ + − − + + −
 

 
dipole/.z→0 

 
0 

x2rRule=Thread [{x,y,z} → Coordinates To Cartesian [{r,θ,phi}, 
Spherical]] 

 
{x→r Cos[phi] Sin[θ],y→r Sin[phi] Sin[θ],z→r Cos[θ]} 

 
dipoleR= Series[dipole //.x2rRule ,{r,∞,2}] //Normal//Simplify 

 

[ ]
2

2d q Cos

r

θ
 

 
dipoleR//TrigToP 

 

[ ]
2

d q Cos
TrigTop

r

⎡ ⎤θ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
efieldR=-Grad[dipoleR,Spherical[r,θ,φ]] 

 
[ ] [ ]

' '3 3

4d q Cos 2d qSin
0

r r

⎧ ⎫θ θ
⎨ ⎬
⎩ ⎭
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charge=-1/(4 π) D[dipole,z]//.z→0 
 

( ) 3/ 22 2 2

d q

2 d x y
−

π + +
 

 
 

Integrate [charge,{y,-∞,+∞},{x,-∞,+∞},Assumptions-
>d>0]//PowerExpand 

-q 
 

ContourPlot[charge/.{d→1,q→1},{y,-1,1},{x,-1,1}]; 

 

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

 
 

Figure 16 
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C: Example 5: Point charges and grounded sphere 
 

Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
 

Needs["Graphics`PlotField`"] 
 

Clear["Global`*"]; 
 

'
q q1 q q1

eq1 { 0 0};
a d a d1 a d a d1

= + == + ==
+ + + +

 

 
imageRule=Solve[eq1,{d1,q1}]//ExpandAll//Flatten 

 
2

'
a a q

{d1 q1 }
d d

→ → −  

 
Monopole[q_:1,r0_:{0,0,0},r_:{x,y,z}]:= 

q/Sqrt[Sum[(r0[[i]]-r[[i]])^2,{i,1,Length[r0]}]] 
 

potential=(Monopole[q,{0,0,d}]+Monopole[q1,{0,0,d1}])//.imageRule 
 

( )2 22 22
2 2

a q q

x y d za
d x y z

d

− +
+ + −⎛ ⎞

+ + −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
x2rRule=Thread[{x,y,z}→CoordinatesToCartesian[{r,θ,φ},Spherical]] 

 
{x→r Cos[φ] Sin[θ],y→r Sin[θ] Sin[φ],z→r Cos[θ]} 

 
potentialR=potential//.x2rRule//Simplify//Expand 

 

( )2 22 24 2
2

2

a q q

x y d za a
d r z

dd

− +
+ + −⎛ ⎞

+ + −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
potentialR//.r→a//Simplify//PowerExpand 

0 
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Series[potentialR,{r,∞,2}] //Normal  //Collect[#,{ Cos[θ],r, a }]& 
 

[ ]
3

2

2

a qa q d q Cosq dd
r r

⎛ ⎞
− + θ⎜ ⎟− ⎜ ⎟

⎝ ⎠+  
 

VEPlot[potential_,xlim_,ylim_,opts_]:=Module[{plot1,plot2}, 
 

plot1=PlotGradientField[-
potential,xlim,ylim,ScaleFunction→(1&),DisplayFunction→Identity]; 

 
plot2=ContourPlot[potential,xlim,ylim,ContourShading→False,Conto

urSmoothing→True,DisplayFunction→Identity,PlotPoints→50]; 
Show[{plot1,plot2},opts,DisplayFunction→$DisplayFunction ]]; 

 
VEPlot[potential/.{a→0.2,d→0.4,q→1,y→0},{x,-1,1},{z,-

1,1},Epilog→{ {Hue[0.3],Disk[{0,0.1 },0.05]}, 
{Thickness[0.01],Circle[{0,0},0.2]}  , 

{Hue[0.95],Disk[{0,0.4},0.1]}}]; 

 

 
 

Figure 17 
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'

chargedensity =

1
( D[potentialR r] / .{r a} // Simplify // PowerExpand // Simplify)

4
− →

π
 

( )
[ ]( )

2 2

3/ 22 2

a d q

4a a d 2a d Cos

−

π + − θ
 

 
totalcharge=Integrate[chargedensity  2 π a^2  Sin[θ] 

,{θ,0,π},Assumptions→{ a>0,    d>a}  ] 
 
a q

d
−  

 
(*totalcharge= 

Integrate[chargedensity  2 π a^2  Sin[θ],{θ,0,π} ] //Simplify*) 
 

( )
( )2

'
2

1 1
( rule { a d a d}; )

a da d
∗ = → − →− + ∗

− +−
 

 
(* totalcharge //.rule//PowerExpand //Simplify *) 

 
θMin=+(FindMinimum[+chargedensity/.{a→1,q→1,d→2},{θ,1}]//
First); 

 
θMax=-(FindMinimum[-

chargedensity/.{a→1,q→1,d→2},{θ,1}]//First); 
 
gray[θ_]=((chargedensity-θMin)/(θMax-θMin)/.{a→1,q→1,d→2}); 

 
{θMin,θMax} 

 
{-0.238732,-0.00884194} 

 
radius=1; 
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ParametricPlot3D[{radius Sin[θ] Cos[φ],radius Sin[θ] Sin[φ],radius 
Cos[θ],GrayLevel[gray[θ]]},{θ,0,π},{φ,0,2 

π},Lighting→False,Axes→False,Boxed→False]; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 18 
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C: Example 6:Line charge and grounded plane 
 

Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
Needs["Graphics`PlotField`"] 

 

( ) ( )2 22 2potential q Log x y y0 q Log x y y0 ;⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − + + +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
 

potential//.{y→0} 
 

0 
VEPlot[potential//.{q→1,y0→1},{x,-1.1,1.1},{y,-2,2},Epilog→{ 

{Thickness[.03],Line[{{-1.1,0},{1.1,0}}] }, 
{Hue[.35],Disk[{0, -1 },.1]} , 
{Hue[.95],Disk[{0, 1 },.1]}}]; 

 

 

Figure 19 
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Laplacian[potential,Cartesian[x,y,z]]//Together 
 
0 
 

'
1

charg e D[potential Y]/ .{Y 0}
4

= − →
π

 
 

( )2 2

q y0

x y0
−

π +
 

 
ContourPlot[charge/.{q→1,y0→1},{x,-2,2},{y,-2,2}]; 

 

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

 
 

Figure 20 

 
Integrate[charge,{x,-∞,+∞},Assumptions->{y0>0}] //PowerExpand 

 
-q 
 

eField=-Grad[potential,Cartesian[x,y,z]]//Simplify 
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( ) ( )
( ) ( )

'2 2 2 2

'2 2 2 2

8q x y y0
{

x (y y0) x (y y0)

2q y y0 2q y y0
0}

x (y y0) x (y y0)

+ − + −

− +
−

+ − + +

 

 
PlotVectorField[eField[[{1,2}]]//.{q→1,y0→1}, 

{x,-5,5},{y,0,3}, 
PlotPoints→10, 

ScaleFunction→(1&) , 
 

AspectRatio→8/10 ,Prolog→{ {Thickness[.03],Line[{{-5,0},{5,0}}]  
},{Hue[.95],Disk[{0, 1 },.2]}}]; 

 

 
 

Figure 21 
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C: Example 7: Multipole expansion of a charge 
distribution 

 
Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 

Needs["Graphics`PlotField`"] 
 

( )
( ) ( )−

=

=

∗

− θ θ φ θ π φ π

⎛ ⎞π θ φ⎜ ⎟
⎝ ⎠= −

+

' '

' '

2
' ' '

m m
el ' ' ' ' ' ' '

el

' ' '

' ' ' ' ' '

MiltipoleSH[distribution _ r lim it _ n _] :

Module[{q V}

q: Integrate[

Integrate[distributionr {r 0 rlimit}]

1 sin( )Y { 0 } { 0 2 }];

r lim it
4 q Y(el m )

r
V Sum {el 0 n} {m el e

(2el 1)r
l}];

 

 

( )− θ φ
=

2 2

4

' '

Return[V] ];

Q r a sin ( )sin ( )
density

a

MultipoleSH[density a 2]// Simplify // Apart

 

 
3/ 2

2 3/ 2' ' '
3

' ' ' ' ' ' ' ' '

2 Q Y[0 0 ] 1
(a Q

9r 45 5 r

( 6 Y[2 2 ] 2Y[2 0 ] 6 Y[2 2 ]))

π θ φ− + π

− θ φ + θ φ + θ φ
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( )π

θ θ θ π
π

π θ

' '

' '

' ' '

' ' ' '

el

'

MiltipoleP[distribution _ r lim it _ n _] :

Module[{q pot}

q: Integrate[

2 Integrate[distributionr 2 {r 0 rlimit}]

2el 1
LegenderP[el Cos[ ]] Sin[ ] { 0 }];

2

1 r lim it
2 q P(el Cos( )

2el 1 r
pot Sum

(2el

∧

=

=

∗ ∗

+
∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⎝ ⎠=

+ ' ' '{el 0 n};
1)r

 

 

( )− θ
=

=

2

4

' '

Return[pot] ];

Q r aCos ( )
density

a

eq1 MultipoleP[density a 2]

 

 
2

' '
3

5 Q P[0 Cos[ ]] 8a Q P[0 Cos[ ]]

9 r 45r

π θ π θ−  

 
eq2=MultipoleSH[density,a,2] 

 
3/ 2 2 3/ 2

' ' ' ' ' '
3

10 Q Y[0 0 ] 16a Q Y[2 0 ]

9 r 45 5 r

π θ φ π θ φ−  
 

eq1= = eq2//.{P→LegendreP,Y→SphericalHarmonicY}//Simplify 
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True 
 

4

a r
a

4

2 2

5

q0(a r) (sin( ) )
4chargeDensity1 ;

a

e q0(a r)cos( )
chargeDensity2 ;

a

q0(a r) sin ( )sin(2 )
chargeDensity3 ;

a

−

π− θ −
=

− θ=

− θ φ=

 

 
r2xRule=Thread[{r,θ,φ}→CoordinatesFromCartesian[{x,y,z}, 

Spherical]] 
 

2 2 2
'

' '
2 2 2

{r x y z

z
A rcCos A rcTan[x y]}

x y z

→ + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥θ → φ →
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

 
values={q0→1,a→1}; 

 
ContourPlot[chargeDensity1/.r2xRule//.values/.{y→0},{x,-1,1}, 

{z,-1,1},PlotPoints→40]; 
 

www.konkur.in

forum.konkur.in



147 به كمك نرم افزار متمتيكا      الكترومغناطيسحل مسائل 
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0
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1

 
 

Figure 22 

 
ContourPlot[chargeDensity2/.r2xRule//.values/.{y→0}, 

{x,-1,1},{z,-1,1},PlotPoints→40]; 
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1

 
Figure 23 
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ContourPlot[chargeDensity3/.r2xRule//.values/.{z→0}, 
{x,-1,1},{y,-1,1},PlotPoints→40]; 

 

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

 
 

Figure 24 
 

multi1=MultipoleP[chargeDensity1,a,2] 
 

2 2
'

3
a q0 P[2 Cos[ ]]

96 r

π θ−  
 

multi2=MultipoleP[chargeDensity2,a,2]//Simplify 
 

' '
3

4a(11 4e) q0P[1 Cos[ ]]

3r

π θ
 

 
multi3=MultipoleSH[chargeDensity3,a,2]//Simplify 

 

2 3/ 2
' ' ' ' ' '

3

2
4i a q0(Y[ 2 2 ] Y [ 2 2 ]

15

75r

π − θ φ − − θ φ
 

 
eField1=-Grad[multi1,Spherical[r,θ,φ]] 
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'

2 2
'

'4

(0 1)2 2
'

'4

a q0 P [2 Cos[ ]]
{

96 r

a q0 Sin[ ] P [2 Cos[ ]]
0}

96 r

π θ−

π θ θ−

 

 
eField1//.P→LegendreP//Simplify 

 
2 2 2 2

' '4 4
a q0 [1 3Cos[2 ]] a q0 Sin[2 ]

{ 0}
128 r 64 r

π + θ π θ− −  
 

eField2=-Grad [multi2, Spherical [r,θ,φ]] // .P→LegendreP // 
Simplify 

 

' '3 4
8a(11 4e) q0 Cos[ ] 4a (11 4e) q0Sin[ ]

{ 0}
3r 96 r

− π θ − π θ−  
 

eField3 =-Grad [multi3 /.{Y→SphericalHarmonicY}, Spherical 
[r,θ,φ]] // ExpToTrig //Simplify   

 

2 2

'4

2

'4

2

4

2a q0Sin[ ] Sin[2 ]
{

25r

8a q0Cos[ ]Cos[ ]Sin[ ]Sin[ ]

75 r

4a q0Cos[2 ]Sin[ ]
}

75r

π θ φ

π θ φ θ φ−

π φ θ−

 

 
pot1 = multi1 /.r2xRule /.{P → LegendreP , 

Y→SphericalHarmonicY} /.values /.{y→0} // Simplify 
 

2 2 2

2 2 5 / 2
(x 2z )

192(x 2z )

π −
−

 
 

VEPlot[pot1,{x,1.1,-1.1},{z,1.1,-1.1}]; 
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Figure 25 
 

pot2=multi2/r2xRule/{P→ LegendreP,Y → SphericalHarmonicY} 
/.values/.{y→0} 

 

2 2 3/ 2
4(11 4e) z

3(x z )

− π
+

 
 

VEPlot[pot2,{x,-1.1,1.1},{z,-1.1,1.1}]; 
 

 
Figure 26 
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pot3= multi3 /.r2xRule //.{ P → LegendreP, 
Y → SphericalHarmonicY } //.values/.{z→0} // FullSimplify 

 

2 2 5 / 2
4 x y

75(x y )

π
−

 

 
VEPlot[pot3]; 

 

 
 

Figure 27 
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C: Example 8: Potential in a rectangular groove 
 

A[V_,m_]:=2/a Integrate[V Sin[π m x/a],{x,0,a}]; 
 

m y
a

' ' ' ' '
m x

pot[V _ n _]: Sum[A[V m ] e sin ( ) {m 1 n}];
a

π− π=  

 
pot[Sin[x],3] 

 

y
a

2 2

2 y 3 y
a a

2 2 2 2

x
2e sin[a]sin ( )

a
a

2 x 3 x
4e sin[a]sin ( ) 6e sin[a]sin ( )

a a
a 4 a 9

π−

π π− −

ππ

− + π

π ππ π
+ −

− π − π

 

 
Plot3D[pot[Sin[x],30]/.a→1//Evaluate, 

{x,0,1},{y,0,0.5},AxesLabel→{ x ,y ,V }]; 
 

0

0.25

0.5

0.75

1

x

0

0.2

0.4

y

0
0.2
0.4
0.6
0.8

V

0

0.25

0.5

0.75x

 
Figure 28 
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pot15=pot[Sin[x],15]/.a→1; 
 

VEPlot[pot15,{x,0,1},{y,0,0.5} ]; 
 

 
 

Figure 29 

 
eq1= pot [V0,∞]//FullSimplify 

 

i (x iy) i (x iy)
a a

(ix y) (ix y)
a a

1
i V0 log 1 e log 1 e

log 1 e log 1 e

π + π +

π + π +− −

⎛ ⎛ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − + −⎜ ⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥π ⎜⎜ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝⎝

⎞⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎟⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − ⎟⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎟⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎠⎠

 

 
1 a

potV0 eq1// .{log (1 a _) log
a 1

log(a 1)}// FullSimplify

−⎛ ⎞= − → ⎜ ⎟+⎝ ⎠

+ +
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(x iy) (ix y)
i V0 log i Tan log Tanh

2a 2a

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤π + π +− −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎠⎝
π

 

 
Plot3D[potV0/.a→1/.V0→1 

,{x,0.0001,0.9999},{y,0,0.5},AxesLabel→{ x ,y ,V }]; 
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Figure 30 
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C: Example 9:Potential inside a rectangular box with 
five sides at zero potential 

 
2 2

2 2
m x m y

mzRule {mz c };
a b

= → +  

 

'

' ' ' ' '

4V0csch (mz ) mx x mx y
( Integrate[sin ( )sin( )

a b x x

{x 0 a} {y 0 b}] //

π π π

 

 
Simplify [# ' Element [{ my ' mx } ' Integers ] ]& ) /.mzRule 

 
2 2

2 2
2 2

2

m x m y mx mx
16 V0csch[c ]sin[ ] sin[ ]

2 2a b

mx my

π π+ π

π
 

 

'

' '

' ' ' ' '

pot[nx _ ny _]

mx x my y mz z
Sum[A[mx my]sin ( )sin ( )sinh ( )

a b c

{mx 1 nx} {my 1 ny}/ .mzRule

=

π π π  

 

nynx

2
mx 1 my 1

2 2
2 2

2 2

2 2

2 2

1

mx my

m x m y mx mx
16 V0csch[c ]sin[ ] sin[ ]

2 2a b

mx x my y m x m y
sin[ ] sin[ ]sinh[ z]

a b a b

= = π

⎛ π π⎜ + π
⎜
⎝

⎞π π ⎟+ π
⎟
⎠

∑ ∑
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pot[1,1] 
 

2 2
2 2 2

2 2

1 1 1 x y
16 V0csch[ c ]sin[ ] sin[ ]

a ba b

1 1
sinh[ z ]

a b

⎛ π π+ π⎜⎜π ⎝

⎞
+ π ⎟⎟

⎠

 

 
values={a→1,b→1,c→1,V0→1,x→1/2}; 

 
Plot3D[pot[20,20]//.values//Evaluate,{y,0,1},{z,0,1}]; 

 

0

0.25

0.5

0.75

1 0

0.25

0.5

0.75

1

0
0.25
0.5

0.75
1

0

0.25

0.5

0.75

 
 
 
 

VEPlot[pot[10,10]//.values//.{x→1/2} //Evaluate,{y,0,1},{z,0,1}]; 
 

Figure 31 
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Figure 32 
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C: Example 10: Conducting cylinder with a potential on 
 the surface 

 
Needs["Graphics`ParametricPlot3D`"] 

 
A[n_] = 
 

           
na−

π
 (Integrate [V0 sin [n φ ] ' ' '{   0   }]φ π  - 

 

             Integrate [V0 sin [n φ ] ' ' '{     2 }]φ π π  ) // 
 

Simplify [# ' Element [n '  Integers] ] &  
 

n n2( 1 ( 1) )a V0

n

−− + −−
π

 

 
potIn [nf_ ] : = Sum [A [n] Sin [n φ ] rn /' {n  /  1  /  nf } ] ; 

 
potIn[6] 

 
3 5

3 5
4 r V0sin[ ] 4 r V0sin[3 ] 4 r V0sin[5 ]

a 3a 5a

φ φ φ+ +
π π π

 

 
eq1= potIn[Infinity] 

 

i

i i i

1 e r
i V0 Log 1

a

e r e r e r
Log 1 Log 1 Log 1

a a a

φ

φ φ φ

⎛ ⎛ ⎡ ⎤
⎜ ⎜− + −⎢ ⎥

⎜⎜π ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝⎝

⎞⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎟⎟+ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎟⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎠⎠

 

 

1 aa
Vin eq1// . log (1 aa _) log log (aa 1)

aa 1

// FullSimplify

⎧ ⎫−⎛ ⎞= − → + +⎨ ⎬⎜ ⎟+⎝ ⎠⎩ ⎭  
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i i
2 r 2a

i V0 Log 1 Log 1
a e r a e rφ φ

⎛ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ − − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎜ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝−

π
 

 
B[n_ ] = 
 

           
na

π
 (Integrate [V0 sin [n φ ] ' ' '{   0   }]φ π  - 

 

             Integrate [V0 sin [n φ ] ' ' '{     2 }]φ π π  ) // 
 

Simplify [# ' Element [n '  Integers] ] &  

 
2

n n
4( a) V0Sin

2
n

π⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦−
π

 

 
potOut [nf_ ] : = Sum [ B [n] Sin [n φ ] r-n /' {n / 1 /  nf } ] ; 

 
potOut[3] 

 
3

3
4a V0Sin[ ] 4a V0Sin[3 ]

r 3 a

φ φ+
π π

 

 
Vout = 
 

            ( potOut [ Infinity ] // Simplify ) // 
 

        1 aa
log (1 aa _ ) log log (aa 1) // Simplify

aa 1

⎧ ⎫−⎛ ⎞− → + +⎨ ⎬⎜ ⎟+⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
i i

i i
a e r a e r

i V0 Log Log
a e r a e r

φ φ

φ φ

⎛ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +
⎜ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎜ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝

π
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Off[Plot3D::plnc,Plot3D::gval] 
 

pt1=Plot3D[ Vin/.a→1/.V0→1 //Evaluate, 
{φ,0,2π},{r,0,1 }, 
PlotPoints→40, 

DisplayFunction→Identity]; 
 

pt2=Plot3D[ Vout/.a→1/.V0→1 //Evaluate, 
{φ,0,2π},{r,1 ,2 }, 
PlotPoints→40, 

DisplayFunction→Identity]; 
 

Off[Graphics3D::nlist3] 
 

Show[{pt1,pt2},DisplayFunction→$DisplayFunction]; 
 

0

2
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6 0

0.5

1

1.5

2

-1

-0.5

0

0.5

1

0

2

4

 
 

Figure 33 

 
Off[ParametricPlot3D::pplr] 

 
pt3=CylindricalPlot3D[Vin/.a→1/.V0→1,{r,0 ,1},{φ,0.01 ,  0.99 π} , 
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PlotPoints→20,DisplayFunction→Identity]; 
 

pt4=CylindricalPlot3D[Vout/.a→1/.V0→1,{r,1,1.75},{φ,0.01,0.99 π}, 
PlotPoints→20,DisplayFunction→Identity]; 

 
Show[{pt3 ,pt4}, DisplayFunction→ $DisplayFunction ]; 
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Figure 34 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

C: Example 11: Grounded sphere in an electric field 
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Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
 

Needs["Graphics`PlotField`"] 
 

Clear["Global`*"]; 
 

Asol={ A[1]→-E0 a, A[i_]→0}  ; 
 

i i 1

' '

' '

pot[s _ ]:

r a
Sum A(i) B(i) LegendreP[i Cos[ ]

a r

{i 0 s}] / . Asol

+

=

⎡⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢⎜ ⎟ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎟⎜⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎠⎝⎣

 

 

)( s 1

Beq[s _ ]:

LogicalExpand pot[s _ ] / . r a 0 o[Cos[ ]] ]+

=

⎡ → = = + θ
⎢⎣

 

 
Beq[4] 

 
5B[3] 3B[3]

0 & &aE0 B[1] 0& &
2 2

B[2] 3B[4]
B[0] 0& &

2 8

35B[4] 3B[2] 15B[4]
0 & & 0

8 2 4

− == − + ==

− + − ==

− == − + ==

 

 
Bsol[s_]:=Solve[Beq[s]]//Flatten ; 

Off[Solve::svars] 
 

Solve[Beq[6]]//Flatten 
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{B[1]→a E0,B[0]→0,B[3]→0,B[2]→0,B[5]→0,B[4]→0,B[6]→0} 
 

Bsol={B[1]→a E0,B[i_]→0}; 
 

(

)

i i 1

' '

' '

potential

r a
Sum A(i) B(i) LegendreP[i Cos[ ]

a r

{i 0 3}] / . Asol / . Bsol

+

=

⎡⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢⎜ ⎟ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎟⎜⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎠⎝⎣

 

 
3

2
a E0

E0r Cos[ ]
r

⎛ ⎞
− θ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
eField=-Grad[potential,Spherical[r,θ,φ]]//ExpandAll 

 
3 3

' '3 3
2a E0Cos[ ] a E0Sin[ ]

E0Cos[ ] E 0Sin[ ] 0
r r

⎧ ⎫θ θ⎪ ⎪θ + − θ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
r2xRule={r,θ,φ}→CoordinatesFromCartesian[{x,y,z},Spherical]//

Thread; 
 

values={E0→1,a→1}; 
 

p1=VEPlot[potential//.r2xRule//.values//.{y→0}, 
{x,-2.1,2.1},{z,-2.1,2.1}, 

DisplayFunction→Identity]; 

 
disk=Graphics[Disk[{0,0},1]]; 

Show[p1,disk,DisplayFunction→$DisplayFunction ]; 
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Figure 35 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C: Example 12: Sphere with an axially symmetric 
charge distribution 
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Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
 

Needs["Graphics`ParametricPlot3D`"] 
 

Clear["Global`*"]; 
 

[

]

i

' '

' '

r
potInA[s _ ]: Sum A(i) LegendreP[i Cos[ ]]

a

{i 0 s}

⎛ ⎞= θ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

[

]

i 1

' '

' '

a
potOutA[s _ ]: Sum A[i] LegendreP[i Cos[ ]]

r

{i 0 s}

+
⎛ ⎞= θ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

' '

chargeDensity [s _ ]:

1
(D[potIn A[s] r] D[potOut A[s] r]) // .{r a}

4

=

− →
π

 

 
chargeDensity[2]//Apart 

 
22A[0] 5A[2] 3A[1]Cos[ ] 15A[2]Cos[ ]

8a 4a 8a

− θ θ+ +
π π π

 
 

[ ]

'

s 1

aEquation[s _ Qdensity _ ] :

LogicalExpand ch arg eDensity[s] Qdensity O[Cos[ ]] +

=

== + θ

 
aRule[s_,Qdensity_]:=Solve[aEquation[s,Qdensity],Array 

[A,s+1,0]]//Flatten 
2

' 2
Qcos ( )

aRule[ 4 ]
a

θ  
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{

}

' ' '

'

4 Q 8 Q
A[0] A[1] 0 A[2]

3a 15a

A[3] 0 A[4] 0

π π→ → →

→ →
 

 
2

' 2
Qcos ( )

potInA[4] / . aRule[ 4 ]
a

θ
 

 
2

2

3

1 3Cos ( )
8a Q

2 24 Q

3r 15r

⎛ ⎞θπ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟π ⎝ ⎠+  

 

surfaceQ

2

2

Cos ( )
Q Cos ( )

2

a

⎛ ⎞θ + θ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠=  // Expand 

 
2

2 2
QCos[ ] QCos[ ]

a 2a

θ θ+  

 
potOutQ=potOutA[8]//.aRule[8,surfaceQ] 

 
2

2

2 3

1 3Cos[ ]
4a Q

2 22 Q 4a QCos[ ]

3r 3r 15r

⎛ ⎞θπ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟π π θ ⎝ ⎠+ +  

 
values={Q→1,a→1}; 

p1=CylindricalPlot3D[potInQ//.values,{r,0,1},{θ,0,2 
π},DisplayFunction→Identity]; 

 
p2=CylindricalPlot3D[potOutQ//.values,{r,1,3},{θ,0,2π}, 

DisplayFunction→Identity]; 
 

Show[p1,p2, 
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AxesLabel→{a,b,c}, 
ViewPoint→{-1.5,-2,2}, 

BoxRatios→{1,1,1},DisplayFunction→$DisplayFunction]; 
 

-2

0

2

a

-2

0

2 b

0

2

4

6

c

-2

0

2

a

-2

0

2 b

 
 

Figure 36 

 
r2xRule={r,θ,φ}→CoordinatesFromCartesian[{x,y,z},Spherical]

// Thread; 

 
(*for 0<r<1*) 

eq1[y_,z_]=potInQ/.r2xRule/.{Q→1,a→1,x→0}//Simplify; 
  

(* for 1<r *) 
eq2[y_,z_]=potOutQ/.r2xRule/.{Q→1,a→1,x→0} //Simplify; 

 
2 2 2

' ' 'pot[y _ z _] : If y z 1 eq [y z]⎡ ⎤= + <
⎣ ⎦
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circle={Thickness[0.02],Circle[{0,0},1]} //Graphics; 

 
Show[{VEPlot[pot[y,z],{y,-2,2},{z,-2,2} , DisplayFunction 

→ Identity], circle}, 
 

DisplayFunction→$DisplayFunction]; 
 
 

 
 

Figure 37 
 
 
 
 

 
 

C: Example 13: Sphere with a given axially symmetric 
Potential 

 
Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
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Needs["Graphics`ParametricPlot3D`"] 

 
Null 

 
Clear["Global`*"]; 

 

[

]

n

' ' ' '

' '

r
potIn[V _ s _ ]: Sum B(V n) P[n Cos[ ]]

r0

{n 0 s}

⎛ ⎞= θ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

[

]

n 1

' ' ' '

' '

r
potOut[V _ s _ ]: Sum B(V n) P[n Cos[ ]]

r0

{n 0 s}

+
⎛ ⎞= θ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

]

'

' ' '

' '

B[V _ s _ ]:

1
(2n 1) Integrate[V LegendreP[n Cos[ ] Sin[ ]

2

{ 0 }

=

+ θ θ

θ π

 

 
pOut = potOut [ V0 Cos[ θ ]2 / 4 ] 

 
3

' '
3

r0 V0 P[0 Cos[ ]] 2 r0 V0 P[ 2 Cos[ ]]

3r 3r

θ θ+  

 
pOut = potOut [ V0 Cos[ θ ]2 / 4 ] 

 
3

'
' 2

2 r0 V0 P[ 2 Cos[ ]]1
V0 P[0 Cos[ ]]

3 3r0

θθ +  

values={r0→1,V0→1,P→LegendreP}; 
 

p1=CylindricalPlot3D[pIn/.values,{r,0,1},{θ,0,2π}, 
DisplayFunction→Identity]; 
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p2=CylindricalPlot3D[pOut/.values,{r,1,3},{θ,0,2π}, 

DisplayFunction→Identity]; 
 

Show [p1, p2, BoxRatios → {1,1,1},ViewPoint→{-1.5,-2,2} , 
DisplayFunction → $DisplayFunction]; 
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2

 
 

Figure 38 

 
Cos ( )

surfacePot ;
1.1 Cos ( )

θ=
− θ

 
 

{pIn2,pOut2} = ({potIn[surfacePot,3] , potOut[surfacePot,3]}/. 
P → LegendreP //.{r0→1} // Simplify); 

 
p1= CylindricalPlot3D [pIn2,{r,0,1},{θ,0,2π} , PlotRange → 

All,DisplayFunction→Identity]; 
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p2= CylindricalPlot3D [pOut2,{r,1,3},{θ,0,2π} , PlotRange 

→ All,DisplayFunction→Identity]; 
 

Show[p1,p2, 
BoxRatios→{1,1,1}, 

ViewPoint→{-1.5,-2,2},DisplayFunction→$DisplayFunction]; 
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Figure 39 
 
 
 

C: Example 14: Sphere with upper hemisphere V0 and 
lower hemisphere-V0 

 
Needs["Calculus`VectorAnalysis`"] 
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Needs["Graphics`ParametricPlot3D`"] 
 

Clear["Global`*"]; 
 

[ ]
n

' ' ' '
r

potIn[s _ ]: Sum B(n) P[n Cos[ ]] {n 0 s}
r0

⎛ ⎞= θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

[ ]
n 1

' ' ' '
r0

potOut[s _ ]: Sum B(n) P[n Cos[ ]] {n 0 s}
r

+
⎛ ⎞= θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

]

]

' ' '

' '

' ' '

' '

B[n _ ]:

1
(2n 1)

2

( Integrate[V0 LegendreP[n Cos[ ]] Sin[ ]

{ 0 }

Integrate[ V0 LegendreP[n Cos[ ]] Sin[ ]

{ / 2 } ) ;

=

+

+ θ θ

θ π +

− θ θ

θ π π

 

 
potOut[5] 

 
2 4

' '
2 4

6
'

6

3r0 V0P[1 Cos[ ]] 7 r0 V0 P[3 Cos[ ]]

2 r 8r

11 r0 V0 P[5 Cos[ ]]

16 r

θ θ− +

θ
 

 
values={r0→1,V0→1,x->0}; 

r2xRule = {r,θ,φ} → CoordinatesFromCartesian [{x,y,z} , 
Spherical] // Thread; 

 
allRules= {P→LegendreP , r2xRule,values}//Flatten ; 
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eq1= potIn[11]//.allRules; 
 

eq2=potOut[11]//.allRules; 
 

potTot = If 2 2
' 'y z 1 eq1 eq2⎡ ⎤+ ≤

⎣ ⎦
 ; 

 
circle=Graphics[{Thickness[0.02],Circle[{0,0},1]}]; 

 
Show[{ 

ContourPlot[potTot//Evaluate, 
{y,-2,2},{z,-2,2}, 
PlotPoints→20, 

DisplayFunction→Identity], 
circle}, 

DisplayFunction→$DisplayFunction]; 
 

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

 
 

Figure 40 
C: Example 15: Motion of a Charged Particle in a 

Uniform B Field 
 

Clear["Global`*"]; 
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acceleration={x''[t],y''[t],z''[t]}; 

velocity={x'[t],y'[t],z'[t]}; 
magneticField={0,0,B}; 

 
eq1=acceleration==q/m  Cross[velocity,magneticField]//Thread 

 

' '
Bq y [t] Bq x [t]

x [t] y [t] z [t] 0
m m

′ ′⎧ ⎫′′ ′′ ′′= = = = − = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 
eq1=eq1/.{B→m/q  ω} 

 
{ }' 'x [t] y [t] y [t] x [t] z [t] 0′′ ′ ′′ ′ ′′= =ω = = − ω = =  

 
initial={ 

x[0]== 0,x'[0] == v0x, 
y[0]== 0,y'[0] == v0y, 
z[0]= = 0,z'[0] == v0z}; 

 
dsol= DSolve[Join[{eq1,initial}],{x[t],y[t],z[t]},t] 

//Flatten//FullSimplify 
 

{

}

'6

'6

V0y V0y Cos[t ] V0x Sin[t ]
x[t]

16 r

V0x ( 1 Cos[t ] V0ySin[t ]
y[t] z[t] t V0z

16 r

− ω + ω→

− + ω + ω→ →

 

 
values={B→m/q  ω, ω→1,v0x→1,v0y→1,v0z→1/10 }; 

 
plot1= 

ParametricPlot3D[{x[t],y[t],z[t],{Thickness[0.02]}}/.dsol/.values 
//Evaluate, 

{t,0,8π}, 
PlotPoints→100 ]; 
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0
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2
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0
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0

1

2

-2

-1

0

 
 

Figure 41 
 

Needs["Graphics`PlotField3D`"] 
 

plot2=PlotVectorField3D[ {0,0,1}//Evaluate, 
{x,-2,2},{y,-2,2},{z,0,2}, 
VectorHeads→True , 

PlotPoints→4 
      ]; 
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Figure 42 

 
Show[plot1,plot2]; 
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Figure 43 
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C: Example 15: Motion of a Charged Particle in a 
Uniform  B  Field and Time Varying  E  Field 

 
Clear["Global`*"]; 

 
Null 

 
F={Fx,Fy,Fz}; 

r={x[t],y[t],z[t]}; 
EF={Ex,Ey,Ez}; 

BF={Bx,By,Bz}; v=D[r,t] 

 
{ }' 'x [t] y [t] z [t]′ ′ ′  

 
F=q EF+q Cross[v,BF] 

 
'

'

{Exq q(Bz y [t] Bz y [t])

Eyq q( Bz x [t] B x z [t]) Ezq q(By x [t] Bx y [t])}

′ ′+ −

′ ′ ′ ′+ − + + +
 

 
eq1= F-m D[r,{t,2}] 0 //Thread; 

eq1 //ColumnForm 
 

Exq q(Bz y [t] By z [t] m x [t] 0

Eyq q( Bz x [t] Bx z [t] m y [t] 0

Ezq q(By x [t] Bx y [t] m z [t] 0

′ ′ ′′+ − − = =

′ ′ ′′+ − + − = =

′ ′ ′′+ + − = =

 

 
initial={ 

x[0]= = 0,x'[0] = = 0, 
y[0] = = 0,y'[0] = = 0, 
z[0] = = 0,z'[0] = =0}; 

 
fields= Thread /@ {BF→{0,0,m ω0/q},EF→{E0  Cos[ω t ],0,0}} 

//Flatten 
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{ }' ' ' ' '
m 0

Bx 0 By 0 Bz Ex E0Cos[t ] Ey 0 Ez 0
q

ω→ → → → ω → →  

 
eqs=Join[eq1,initial]/.fields 

 
{

}

'

' ' '

' ' '

EoqCos[t ] m y [t] m x [t] 0

m 0 x [t] m y [t] 0 m z [t] 0 x[0] 0

x [0] 0 y[0] 0 y [0] 0 z[0] z [0] 0

′ ′′ω + ω − = =

′ ′′ ′′− ω − = = − = = = =

′ ′ ′= = = = = = = = = =

 

 
dsol=DSolve[eqs,{x[t],y[t],z[t]},t] //Flatten//FullSimplify 

 

{ ( )

}

'2 2

'3 2

E0q Cos[t ] Cos [t 0]
x[t]

m ( 0 )

E0q 0Sin[t ] E0q Sin[t 0]
y[t] z[t] 0

m m 0

ω − ω
→

−ω + ω

ω ω − ω ω→ →
ω − ωω

 

 
values={m→1,E0→1,ω0→1, q→ 1 }; 

 
point[t_,ω_]={x[t],y[t],z[t]} /.dsol /.values 

 
{ }' '2 3

Cos[t] Cos [t ] Sin[t] Sin[t ]
0

1

− + ω −ω + ω
− ω −ω+ ω

 

 
point[t_,1]=Limit[ point[t,ω],ω→1] 

 
{ }' '

1 1
t Sin[t] (t Cos[t] Sin[t]) 0

2 2
−  

 
point[t_,0]=Limit[ point[t,ω],ω→0] 

{1-Cos[t],-t+Sin[t],0} 
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plot[ω_ ]:=ParametricPlot[ point[t,ω][[{1,2}]] //Evaluate,{t,0,20 π   }, 
PlotLabel→ω, 
Ticks→None, 

DisplayFunction→Identity]; 
 

table=Table[ plot[ω],{ω,0,4,1/3}]; 
 

Show[GraphicsArray[Partition[table,3]]]; 
 

 
 

Figure44  
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  خوانندة محترم 
پاسخگويي به دقت شما در . به منظور ارتقاي كيفيت كتابهاي درسي و رفع نواقص آنها تهيه شده استاين پرسشنامه 

  .اين پرسشنامه در پايان هر نيمسال ما را در تحقق اين هدف ياري خواهد كرد
  ...................سال انتشار ........................................... م مترج/نام مؤلف.............................................. نام كتاب 

  ...........سابقة تدريس .....................  رشتة تخصصي  عضو علمي ساير دانشگاهها نور  عضو علمي پيام: وضعيت پاسخگو
  .............ورودي سال ................... ..... رشتة تحصيلي  دانشجوي ساير دانشگاهها نور  دانشجوي پيام  

  

 سؤال

خيلي زياد
 

زياد
كم 
بسيار كم 

 

     آيا از زمان تحويل و نحوة دسترسي به كتاب راضي بوديد؟.1
      آيا حجم كتاب با توجه به تعداد واحد مناسب بود؟.2
      آيا راهنماييهاي لازم براي مطالعة كتاب منظور شده بود؟.3
      رعايت شده بود؟) آسان به مشكل( مطالب كتاب سلسله مراتب شناختي آيا در ترتيب .4
      بندي مطالب در فصلها يا بخشها متناسب و بجا بود؟ آيا تقسيم.5
      ها قابل فهم بود؟ آيا متن كتاب روان و ساده و جمله.6
      آيا به روز بودن مطالب و آمارها رعايت شده بود؟.7
      آيا مطالب تكراري داشت؟.8
      نياز رعايت شده بود؟ آيا پيوستگي مطالب با درسهاي پيش.9

      گويا بودند و درفهم مطلب تأثير داشتند؟... آيا مثالها، شكلها، نمودارها، جدولها و  .10
      رفتاري تا چه اندازه به درك بهتر شما كمك كرد؟/ مطالعة هدفهاي كلي، آموزشي .11
      اي بود كه تمام مطالب درسي را شامل شود؟ گونه آيا خودآزماييهاي كتاب به .12
      آيا پاسخ خودآزماييها و تمرينها كامل و گويا بود؟ .13
      چقدر با غلطهاي املايي و اشكالهاي چاپي مواجه شديد؟ .14
      كيفيت چاپ و صحافي كتاب چگونه بود؟ .15
      آيا طرح روي جلد كتاب مناسب بود؟ .16
استفاده ... از قبيل نوار، فيلم، لوح فشرده و آموزشي  چنانچه از وسايل كمك .17

   است؟ ايد، آيا به درك بهتر شما كمك كرده كرده
    

      نياز كرد؟ تا چه اندازه اين كتاب شما را از حضور در كلاس بي .18
  

مارة صفحه ايد، فهرستي از آنها را با ذكر ش لطفاً چنانچه با اشكالهاي تايپي يا محتوايي و مطالب تكراري مواجه شده
  .ضميمه كنيد

  ضعيف   متوسط   خوب   كنيد؟ عالي  در مجموع كتاب را چگونه ارزيابي مي
  .ي خود را بنويسيدهادر صورت تمايل ساير پيشنهاد

اين پرسشنامه را پس از تكميل از كتاب جدا كنيد و به قسمت آموزش مركز تحويل دهيد يا مستقيماً به نشاني تهران 
  . ارسال فرماييدكتاب  توليد مواد و تجهيزات آموزشي، مديريت 19395-4697تي  صندوق پس-19569

  با تشكر
  مديريت توليد مواد و تجهيزات آموزشي
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